Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



© 



Journal 



für die 



reine und angewandte Mathematik. 



In zwanglosen Heften. 



Herausgegeben 



von 



L. Kronecker und K. Weierstrass. 

Mit thätiger Beförderung hoher Königlich -Preussischer Behörden. 



Fortsetzung des von 
A. L. CreUe (1826 bis 1856) und C. W. Borehardt (1856 bis 1880) 

herai]isg€geb§nen : 'Jöufnals. 



• • 


...-.-• •• ••• ' 

* t-V.*-- • " • 




* • 


: > 








B 


äitid 10 3. 

In vier Heften. 






Hit 


einer Figurentafel. 








Berlin, 1888. 






Druck und 


Verlag von Georg Reimer. 




• 



116075 



• • •• 

♦ • • 

• • • 4 

• • • • 






- # ••• • 
• • «•• • 



• • 



• • • • • ( 









.•:••• 



• • • 

• • • * 

• • • * 



A: 



• •• 



• • • 



.• • • • • . I 
• • •• • 

• • • • • ' 



• V 









• •< 



• • • • • 

• • • • 

•• • • 



. • • • • 






•••••• • 



• • • 

• • • 

•• • •• 

• • • 



• • • 

• • • 

• • • 

• • • 



Inhaltsverzeichniss des Bandes 103. 



Seite 

Aii^sty F. Ueber die Rotationsfläche kleinsten Widerstandes und über die 
günstigste Form der Geschossspitzen nach der .Vejr/onschen Theorie. Hierzu 
Figurentafel I. 1—24 



.0»- ,y. 



du Bois-Reymond, P. l^emerkungon über ^3 = ^V+ n"«"~^- • • ^^ — ^^^ 

Busche, E. Ueber grössto Ganze 118—125 

Frobenius, G. Ueber die JflcoWschen Covarianten der Systeme von Berüh- 

rungskegelschnittcn einer ( urvc vierter Ordnung 139 — 183 

Hamburger. Ueber eine speciellc Klasse linearer Difl'erentialgleichungen. . 238 — 273 

Hensel, K. Ueber die Darstellung der Zahlen eines Gattungsbereiches für 

einen beliebigen Primdivisor 230 — 237 

Heymann, W. Bemerkung über elliptische Integrale 87 — 88 

Hilbert, D. Ueber die Discriminante der im Endlichen abbrechenden hyper- 
geometrischen Reihe 337 — 345 

Knoblauch, J. Ueber Fundamentalgrössen in der Flächentheorie 25 — 39 

— — Ueber die Bedingung für die Isometrie der Krümmungscurven. 4() — 43 

Konigsberger, L. Ueber die für eine homogene lineare Difl'erentialgleichung 
dritter Ordnung zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ablei- 
tungen stattiindenden algebraischen Beziehungen 274 — 320 

Kotter, F. Anwendung der ^Ifre/schen Functionen auf ein Problem der Statik 

biegsamer, unausdelmbarer Flächen 44 — 74 

CiCrch, M. Ueber die Nichtdifferentiirbarkelt gewisser Functionen. . . . 126—138 



IV lnhall$ver:ieickHit$ des Bandet i03, 

Seite 

Meyer, A. Uebor einen Satz von Dirirhlel 98—117 

Netto, £• Untersuchungen aus» der Theorie der Substitutionen-Gruppen. . 321 — 336 

Pincherle, S. Sur la nature arithmetique dos coefficientä des series integrales 

dei4 equations differentielles lineaires 84 — 86 

Preisaurgal>e der Fürstlich Ja6/oiioir^ib*schen Gesellschaft zu Leipzig für das 

Jahr 18«^ 75— 76 

SchafheitUn, P. Ueber die Integraldarstellung der allgemeineren hyper- 

goometrisoheu Reihe 89 — 97 

Scheibner, W. Ueber eine Transformationsformel für Doppelintegrale. . . 77 — 83 

Schottkj, F. Uel)er specielle .46ebche Functionen vierten Ranges. . . . 185 — 203 

Thom^ L. W. Bemerkung lur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 346 — 347 

Weingarteiiy J. Ueber eine Eigenschaft der Flachen, bei denen der eine 

Hauptkrümmungsradius eine Function des anderen ist 184 



lieber die Eotationsfläche kleinsten Widerstandes 
lind über die günstigste Form der Geschossspitzen 

nach der Newtonschen Theorie *). 

Hierzu Figurentafel I. 

(Von Herrn F. August.) 

JJie Bestimmung der günstigsten Form der Geschossspitzen kommt 
zurück auf die Aufsuchung derjenigen Gestalt, welche die Oberfläche eines 
festen Körpers haben muss, damit er einen möglichst kleinen Widerstand 
erleide, wenn er sich in bestimmter Richtung und mit bestimmter Ge- 
schwindigkeit durch die Luft bewegt. Dieses Problem kann streng mathe- 
matisch nur behandelt werden, wenn man auch die Bewegung der Luft 
berücksichtigt, und führt alsdann zu den verwickeltsten Untersuchungen der 
Hydrodynamik. Eine derartige, allen Anforderungen genügende Behandlung 
ist noch nicht durchgeführt. Dagegen hat bekanntlich schon Newton das 
Problem unter gewissen einfachen Voraussetzungen, welche mit ziemlich 
grosser Annäherung zuzutreffen scheinen, mathematisch behandelt und hat 
für Rotationskörper die Gestalt der Meridiancurve festgestellt. Später 
haben Bernonlli, Fatio, Walion und Andere diese Untersuchungen fortgesetzt. 
Dennoch fehlte, soweit meine Kenntniss der Literatur über diesen Gegen- 
stand reicht, auch diesen Forschungen ein befriedigender Abschluss, so dass 
eine praktische Verwerthung des Resultats nicht vollständig ermöglicht wurde. 

Ich glaube, dass es mir gelungen ist, die Lücke, welche in der 
Theorie bisher vorhanden war, auszufüllen. Auch hoffe ich, dass die grosse 
Einfachheit, mit welcher ich das Problem der Variationsrechnung behandelt 
habe, einiges Interesse verdient. 

*) In ausführlicherer Weise habe ich diesen Gegenstand im 94. Bande des Archivs 
för die Artillerie- und Ingen ieur-Officiere des deutschen Reichsheeres (Berlin, E. S. Mittler 
und Sohn, 1887) unter dem Titel: „Ueber die günstigste Form der Geschossspitzen nach 
der A'cic/owschen Theorie" behandelt. 

Journal für Mathematik Bd. CHI. Heft 1. 1 
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Zunächst ist es nöthig, die eigenthUmliche Schwierigkeit zu be- 
sprechen, durch welche eine vollständige Lösung bisher verhindert worden ist. 

Die Voraussetzung, von welcher Newton und die späteren Bearbeiter 
des Problems, wenigstens stillschweigend, ausgingen, ist die, dass die Luft- 
theilchen das Geschoss nur einmal treffen, gegen dasselbe anprallen, ohne 
dass Reibung auftritt, und dass sie sich gegenseitig weder vor noch nach 
dem Stoss beeinflussen. 

Unter diesen Voraussetzungen wird dann der einfache und praktisch 
wichtige Fall eingehender behandelt, dass die Oberfläche eine Rotations- 
fläche ist, und dass die Bewegung in Richtung der Rotationsaxe vor 
sich geht. 

Ist df ein Element der Oberfläche des bewegten Körpers und r der 
Winkel, welchen die Bewegungsrichtung des Körpers mit der Normalen in 
rf/* bildet, so ist der Widerstand ein Normaldruck von der Grösse Wi^df co^t\ 
wo W^, eine gewisse, von der relativen Geschwindigkeit v abhängige Grösse 
ist und den Widerstand ausdrückt, welchen die Flächeneinheit einer ebenen 
Oberfläche erleidet, wenn diese sich in Richtung ihrer Normale mit der 
Geschwindigkeit v bewegt. Durch Zusammensetzung der die Flächen- 
elemente angreifenden Kräfte erhält man die Resultante und das resultirende 
Moment des Luftwiderstandes. 

Ist die Oberfläche eine Rotationsfläche, und bezieht man die Meridian- 
curve auf ein in derselben Ebene liegendes rechtwinkliges Coordinatensystem, 
dessen positive ar-Axe die Rotationsaxe in der Richtung ist, in welcher 
relativ die Lufttheilchen sich gegen die Oberfläche bewegen, so ist die 
Componente des Widerstandes des Flächenelementes in Richtung der a?-Axe 

WiiTi ^ y^Q^^ ^ y^Q tg2: = -^ = ^ igt. Wir wollen ^ = tgT in der Folge 

die Richtungszahl, r den Richtungswinkel des Elementes der Meridiancurve 
nennen. Die anderen Componenten des Widerstandes heben sich bei der 
Zusammensetzung auf. Mithin ist das resultirende Moment des Widerstandes 
Null, und die Resultante des Widerstandes ist eine der Bewegungsrichtnng 
entgegengesetzte Kraft W, welche sich, wenn die Fläche von einem Bogen 
mit den positiven Endordinaten t/i und ^2 beschrieben wird, folgendermassen 
ausdrückt: 
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Ist q constant, so ist die Rotationsfläche ein abgekürzter oder voll- 
ständiger Kegel, lind der Widerstand ist 

Ist T = 0, SO ist die Fläche ein ebener Kreisring nnd der Widerstand 
gleich Wi^n(yl^yl). Dies ist der grösste Widerstand, welchen eine Rotations- 
fläche erleiden kann, welche sich ringförmig zwischen y = yi und y = y2 
erstreckt. Der grösste Widerstand, welchen ein Geschoss vom Kaliber 2r 
erleiden kann, ist Wonr\ und dieser Fall tritt em, wenn das Geschoss 
keine Spitze hat, sondern vom durch eine Kreisfläche vom Durchmesser 
2r begrenzt ist. 

Für eine cylindrische Fläche dagegen ist der Widerstand Null. 
Für eine Kugel vom Radius r kommt der Newtomchen Theorie entsprechend 

nur die vordere Fläche in Betracht, und es ist q = — — — -- , also 



(I 



d. h., wie bekannt, gleich der Hälfte des Maximalwiderstandes u. s. f. Wir 
bemerken, dass hier, wie im Folgenden, nur von dem Widerstände der 
Geschossspitze die Rede ist. Dadurch, dass auf der hinteren Seite des 
Geschosses sogenannter negativer Druck vorhanden ist, wird der Wider- 
stand im Ganzen vielleicht noch etwas vergrössert. Dies wollen wir aber, 
ebenso wie die fiüheren Bearbeiter, ausser Acht lassen, wie es bei einer 
Vergleichung verschiedener Spitzenformen wohl gestattet ist, da ja alle 
Geschosse einen cylindrischen Theil haben und der negative Druck auf 
die hintere Geschosswand bei gleichem Kaliber und gleicher Geschwindig- 
keit wohl sehr nahezu gleich ausfallen wird. 

Verlangt man nun unter der Voraussetzung des Netvton^cheii Ge- 
setzes die Gestalt einer Meridiancurve zwischen zwei gegebenen Punkten 
A und B so zu bestimmen, dass die von dem Bogen AB erzeugte Zone 
des Rotationskörpers einen möglichst kleinen Widerstand erleide, welchen 
Bogen wir kurz die ^^Minimalcuree^^ für die gegebenen Endpunkte A und B 
nennen wollen, so ergiebt sich, wie schon Newton gefunden hat, eine gewisse, 
weiter unten näher zu besprechende Curvengattung. Es ist aber nicht immer 
möglich, die beiden gegebenen Punkte durch eine Curee dieser Gattung ssu 

1* 
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verbinden. Da z. B. keine Curve dieser Gattung die Axe trifft, so ist die 
Lösung für Geschossspitzen geradezu unbrauchbar. Dies paradoxe Resultat 
ist zuerst von Herrn Walton im Quarterly Journal 1870 Band X, Seite 344 
bis 346, in gewissem Sinne zutreffend erklärt worden, wenn er auch den 
entscheidenden Punkt nicht ganz richtig darstellt. Wir erklären die Sache, 
von einem ganz allgemeinen Gesichtspunkt ausgehend, folgendermassen. 
Unter den Voraussetzungen über die Wirkung des Luftwiderstandes, welche 
von Newton und den späteren Bearbeitern der Rechnung zu Grunde gelegt 
sind, existirt überhaupt gar kein Minimum, da man durch passende Wahl 
der Meridiancurve zwischen zwei Punkten den Widerstand beliebig klein 
machen kann. Man muss nur dafür sorgen, dass die Tangente der Curve 
bis auf einzelne Stellen hinreichend kleine Winkel mit der a:-Axe bildet, 
wie solches in Figur 1 und 2 der Fall ist, oder bei passend gewählten 
gebrochenen Linien. Lassen sich aber beide Punkte durch eine Curve der 
von Newton gefundenen Art verbinden, so ist der Widerstand der entsprechenden 
Rotationsfläche ein relatives Minimum, d. h. alle Curven zwischen A und Ä, 
welche man aus jener durch sehr kleine Deformationen erhält, bei welchen 
sich auch die Tangentenrichtungen nur sehr wenig ändern, erzeugen Flächen 
mit grösserem Widerstand. 

Man hat nun vorgeschlagen, um die Resultate der Rechnung für 
Geschossconstructionen zu verwerthen, die Meridiancurve aus einer solchen 
Curve und aus einem anderen Theil, der bis zur Axe reicht, zusammen- 
zusetzen. Doch sind diese Vorschläge ohne rationelle Begründung und 
beruhen auf unbestimmten und willkürlichen Vermuthungen. Man kann 
aber die Sache streng mathematisch zu Ende führen. Es ist schon von 
früheren Bearbeitern darauf hingewiesen, dass die der Rechnung zu Grunde 
liegenden Voraussetzungen, welche ja in Wirklichkeit immer nur angenähert 
zutreffen, dann ganz gewiss in hohem Grade unzutreffend sind, wenn die- 
selben Lufttheilchen die Fläche mehrere Male treffen.. Daraus folgt aber, 
dass mit wachsender Ordinate y die Abscisse x der Curve nicht abnehmen 
darf; denn sonst würden trichterförmige oder ringförmige Vertiefungen in 
der Oberfläche entstehen, bei denen ein wiederholtes Anprallen der Luft- 
theilchen unvermeidlich wäre, welches eine bedeutende Vermehrung des 
Widerstandes zur Folge hätte. Es ist hiemach als unerlässliche Bedingung 
für eine brauchbare Lösung des Problems aufzustellen, dass für q nur positive 
Werthe zuzulassen sind, mit Einschluss der Null. Hierdurch werden Meridian- 
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curven von der Form in Figur 1 und 2 von vornherein ausgeschlossen, und 
wenn t/i und ya» die Ordinalen der gegebenen Endpunkte, verschieden sind, 
ist es nicht mehr möglich, den Widerstand beliebig klein* zu machen, da 
man 1 : (l+?0 nicht mehr durchweg, bis auf einzelne Stellen, beliebig klein 
machen kann. Der Fall, dass ^i gleich ^2 ist, kommt nicht in Betracht; 
denn es versteht sich von selbst, dass alsdann die Minimalcurve die der 
Axe parallele Gerade AB und die Oberfläche eine cylindrische ist, welche 
den Widerstand Null ergiebt. Nimmt man also die von uns ausgesprochene 
Bedingung 9^0 hinzu, so muss es stets eine Minimalcurve geben. 

Wir wollen nun diese Minimalcurve vollständig bestimmen, verall- 
gemeinern aber zunächst das analytische Problem ein wenig, indem wir 
statt der Bedingung ? ^ fordern, dass ? ^ « sei. a soll eine Constante 

bedeuten, welche kleiner als '^ ' ist, wo x^y^ und X2yz die Coordinaten 

der gegebenen Punkte A und B sind, von denen wir festsetzen, dass 

yz^Vi sei, so dass auch X2> x^ sein muss. Wäre «> '__ ' ? ^^ wäre 

eine Verbindung beider Punkte durch eine Curve, für welche q^a ist, 
unmöglich. 

Es ist also zu untersuchen, für welche Wahl der Function q, welche 
stets ^ « ist, das Integral 

(I.) »=/'■/* 



ein Minimum wird, während gleichzeitig 



+ 7' 



(IL) f q^y = (p^2—x^) = a 



Vi 



ist, weil die Curve A und B verbinden soll. Die Function q braucht aber 
nicht für das ganze Intervall demselben analytischen Gesetze zu folgen, 
sondern sie kann für verschiedene Theilintervalle verschieden sein, sie darf 
auch für irgend welche Theilintervalle constant sein. 

Wii- verändern nun den Weg dadurch, dass wir die Function q durch 
q+(p ersetzen, wo tp eine beliebige Function bedeutet, welcher wir in dem 
ganzen Intervall beliebige, also auch beliebig kleine Werthe beilegen können. 
Damit auch die Nachbarcurve durch A und B gehe, muss 

(III.) f%^ip)dy = o. 



V\ 
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also mit Rücksicht auf (IL) 

(IIP.) f%dy = 

Vi 

sein. 

Für die Nachbarcurve geht to in Wi über, und es ist 

(IV.) «,.-«, = f'ydy[^-^^^-^]. 



Vi 



Multipliciren wir nun die Gleichung (IIP.) mit der Constanten 2c 
und addiren sie zu (IV.), so kommt 

(ir.-ip) =/'"[y(-l^^^— 1 )+2cv.]rfy. 



tfi 



Soll die zweite Curve von der ersten unendlich wenig verschieden 
sein, so muss q) im Allgemeinen unendlich klein sein. Nur wenn in der 
ersten Curve q für irgend eine Ordinate y,, plötzlich seinen Werth ändert, 
so darf auch (p in der Nähe von y,, endliche Werthe haben, und es mms 
sie haben für ein unendlich kleines Intervall zwischen y,, und yo+^y^^ wenn 
(q+(p) nicht mehr fllr die Ordinate yo, sondern für die Nachbarordinate 
y^+^yo unstetig sein soll. 

Ist aber o) hinreichend klein, so können wir ^ , . , — ry- mit Hülfe 
des Tay/orschen Lehrsatzes entwickeln. Dann ergiebt sich: 

(V.) („,-») =/"[2^(-3fL+«) + *"Ä=«L+...],,. 

Soll nun die erste Curve Minimalcurve sein, so muss (w^—w) flir jeden 
Werth von q), welcher der Bedingung (IIP.) entspricht, sonst aber beliebig 
gewählt werden kann, positiv sein, mithin auch für unendlich kleine Werthe 
von q). Nun sind solche Stellen der Curve, tür welche q> a ist, zu unter- 
scheiden von solchen Stellen, für welche q=^a ist. So lange qZ>oi ist, 
kann man der Function q) sowohl positive, als negative Werthe ertheilen, 
um zur Nachbarcurve überzugehen, und da q^ für hinreichend kleine Werthe 
von q gegen q verschwindet, und das Integral (V.) dasselbe Vorzeichen 
hat, wie die Klammer unter dem Integralzeichen — denn dy ist positiv — , 
so muss der Factor der ersten Potenz von q> in dieser Klammer Null 
sein, also 

(VI.) y=<l±?7 
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Damit aber alsdann (iti— ir) positiv sei, muss ausserdem der Factor 
von <p^ in der Klammer positiv sein, also tritt zur Gleichung (VI.) noch 
die Bedingung hinzu: 

(VII.) ^>^^- 

Au8 (VI.) folgt: 

dy = c(-jr + 2+Sq')dq, dx = c(-j+2q,+ 3q')dq. 

Mithin ist 

(VlII.) X = ci-\nq+q'+iq*)+c,, 

wo c, die Integrationsconstante bedeutet. Durch die Gleichongen (VI.) und 
(VIII.) sind die Coordinaten eines veränderlichen Punktes als eindeutige 
Functionen von q bestimmt, und zwar fUr jede Wahl der Constanten c und c,. 
Diese Gleichungen definiren also eine Gattung von Curven, welche allein 
als krummlinige Bestandtheile einer Minimalcurve angehören können. Diesö 
Curvengattung ist die bereits von Newton angegebene. (Siehe Figur 3.) Die 
Constante c, ist für die Gestalt der Curve unwesentlich. Ihrer Veränderung 
entspricht eine Verschiebung der ganzen Curve parallel der a?-Axe. Die 
Constante c möge der Parameter der Curve genannt werden. Zwei Curven 
mit verschiedenen Parametern sind ähnlich und ähnlich liegend. Den 
(äusseren) Aehnlichkeitspunkt findet man, wenn man der Variabein q für 
beide Curven gleiche Werthe ertheilt, die so erhaltenen entsprechenden 
Curvenpunkte verbindet und den Durchschnittspunkt dieser Verbindungs- 
linie mit der x-Axe bestimmt. Jede solche Curve besitzt eine Spitze für 

q = —p^' Die Coordinaten derselben sind 
^ 1/3 

(IX.) a:o=c(iln3+Ä)+c„ »o = -3^ • 

Da q gleich tgr ist, so ist für die Spitze r = 30". 
Die beiden Aeste gehen von der Spitze aus ohne Asymptote ins Un- 
endliche. Für den der a:- Axe näheren Ast ist q > —^ • Seine Tangente 

wird immer mehr parallel der a?-Axe, und der Ast ist nach der x-Axe zu 
concav. Nur Bogen, welche diesem Aste angehören, können Bestandtheile 
der Minimalcurve sein und sollen deshalb künftig kurz als Bogen einer 
Newtonschen Minimalcuree bezeichnet werden. Für den anderen Ast ist 

q <C -/P, er ist nach der entgegengesetzten Seite concav und geht parallel 
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der y-Axe ins Unendliche. Seine Bogen sind unter gewissen Bedingungen 
Bestandtheile einer Maximal curve; wir können sie ftlr unsere Untersuchungen 
ausser Betracht lassen. Für den Krümmungsradius ergiebt sich der Werth 

P - Y 

Er durchläuft auf dem unteren Ast q > —=- alle Werthe von bis — ^c, 

auf dem oberen Ast von der Spitze aus alle Werthe von bis +^. 

Ausser der iVetr tonschen Curve können aber auch geradlinige Be- 
standtheile der Minimalcurve angehören, und dies bildet den zweiten Fall, 
der zu untersuchen ist. Sind Punkte auf einer Curve vorhanden, für welche 
qr = a ist, so können wir für diese nicht tp negativ wählen, um zu einer 
Nachbarcurve überzugehen, weil ja auch q-{-(p^a sein muss. Für positive 
unendlich kleine Werthe von (p wird aber der Werth von (fo^—w) in 
Gleichung (V.) dasselbe Vorzeichen haben, wie der Factor von 2(f in der 
Klammer unter dem Integral. Soll demnach ein geradliniger Bestaudtheil, 
für welchen qr = « ist, in der Minimalcurve enthalten sein, so muss fUr 

alle seine Punkte v <C --- — — sein. Die Ordinaten der Punkte eines 

geradlinigen Bestandtheils der Minimalcurve dürfen also einen gewissen 
Werth y„ nicht überschreiten, in der Art, dass die Bedingung besteht 

c(l+«7 . 



y^yi) 



a 



aber andererseits ist ^u als Anfangspunkt des sich anschliessenden krumm- 
linigen Theils der Minimalcurve auch der Bedingung unterworfen 

wo flTü^-T^ ist. 

— y3 

Die bisher gefundenen Bedingungen für die Minimalcurve sind noth- 
wendig, aber nicht immer hinreichend, da man nämlich, auch wenn sie er- 
füllt sind und ein solcher Uebergangspunkt C mit der Ordinate y^ vorhanden 
ist, zu einer unendlich nahen Curve kommen könnte, welcher ein noch 
kleinerer Widerstand entspricht, indem man cp in der Nähe von y^ endliche, 
sonst aber unendlich kleine Werthe ertheilt. Jedenfalls muss aber dann 
diese Nachbarcurve, wenn sie Minimalcurve ist, auch den aufgestellten Be- 
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(lingungen genügen, und zwar auch, wenn man die Endpunkte A und B 
so nahe an C heranrückt, da&s andere Unstetigkeiten nicht vorkommen. 
Dies letztere trifft zu, weil jeder Theil einer Curve, welche Minimalcurve 
für ihre Endpunkte ist, selbst Minimalcurve für seine Endpunkte ist. Sind 
nun (Figur 4) ACPB und AC'B zwei derartige Verbindungen, und ist die 
Ordinate y„ des Punktes C kleiner als die Ordinate y[, des Punktes C\ so 
gehört die durch Rotation der Geraden AC entstehende Zone, ein abge- 
kürzter Kegel, beiden Flächen an, liefert also denselben Widerstand. Der 
durch den Bogen CPB erzeugten Fläche aber entspricht ein kleinerer 
Widerstand, als der durch die gemischte Linie CC B erzeugten, weil erstere 
sogar dann der Minimalbedingung genügt^ wenn man für q kleinere Werlhe 
als a iulässty letztere aber gewiss nicht. Es tritt deshalb für die Uebergangs- 
Ordinate t/n die Bedingung hinzu^ dass sie so klein wie möglich gewählt werden 
muss. Also muss auch ^o ^^ klein wie möglich gewählt werden. Ist nun 

a^--:^, so ist der kleinste mögliche Werth 9,, = «, und der geradlinige 
y 3 

Theil setzt sich ohne Richtungsänderung in den krummlinigen Theil fort, 
ist also Tangente des letzteren im Uebergangspunkte y^ Ist dagegen 

a<C— p-, so ist der kleinste mögliche Werth qfy = -^, und es findet bei yo 
y 3 I 3 

eine plötzliche Richtungsänderung der gesammten Minimalcurve statt. In 
beiden Fällen aber ist der Werth von y^^ eindeutig bestimmt. Es kann 
demnach nur eine solche Uebergangsstelle in der Minimalcurve vorhanden sein. 
Man kann als allgemeines Resultat dieser Untersuchung aussprechen: 
Möglich als Minimalcurve zwischen zwei gegebenen Endpunkten A 
und B (welche in ihrer Lage den anfangs ausgesprochenen Beschränkungen 
vnterworfen sind) ist nur ein Linienzug ^ zusammengesetzt aus einem von A 
umgehenden geradlinigen Theile A C mit der Richtungszahl a und einem Bogen 
einer Newtonschen Minimalcurve CB, der sich an den geradlinigen Theil 

entweder ohne Richtungsänderung ansetzt , nämlich wenn a ^ -— , oder doch 

I 3 

wenigstens, wenn jenes nicht möglich ist, weil a < —j^ gegeben ist, mit der 

denkbar geringsten. Es kann sich aber auch in gewissen Fällen der gerad- 
linige Theil, und in einem ganz singulären Falle, nämlich wenn a = — ? 



ist, der krummlinige Theil auf Null redudren. 

Nun lassen sich aber zwei gegebene Punkte stets nur durch einen 
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einzigen Linienzug der eben charakterisirten Art verbinden, wie man ans 
folgender Betrachtung erkennt. Zunächst ist klar, dass sich zwei ver- 
schiedene Newton&che Bogen, die derselben Rotationsaxe entsprechen, nicht 
in einem Punkte bertihren können. Denn sind c und c' ihre beiden Parameter, 
c, und c[ die beiden Integrationsconstanten für Xy und sei xy der Berührungs- 
punkt, q die Richtungszahl der gemeinschaftlichen Tangente, so muss sein 

y- q " q ' 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass d = c, aus der zweiten, 
dass c\ = Ci ist. Also ist es unmöglich, dass die beiden Curven verschieden 
sind. Daraus folgt aber weiter, dass sich durch zwei Punkte AB einer 
iVeir/onschen Curve keine andere iVetr/of»sche Curve legen lässt; denn da 
in beiden die Ordinaten mit den Abscissen wachsen, mtlsste es sonst mög- 
.lich sein, durch Verschiebung des einen Bogens parallel der ar-Axe ihn in 
solche Lage zu bringen, dass er den andern, unverschobenen Bogen in 
einem Punkte berührt. Es können auch nicht zwei von derselben Geraden 
mit der Richtungszahl a in verschiedenen Punkten C und C mit gleicher 
Richtung ^o abgehende Bogen einer A^eir/o« sehen Curve sich in einem 
Punkte B treffen. Denn sei S der Durchschnitt der Geraden CC mit der 
iF-Axe, dann ist S der Aehnliehkeitspunkt für die beiden A'eir/owschen 
Curven; also muss die Gerade SB, welche von jedem der beiden in Be- 
tracht kommenden Curvenbogen, für welche q> q^i ist, nur einmal ge- 
troffen wird, in zwei verschiedenen Punkten B und B' getroffen werden. 
Andere Möglichkeiten sind nicht vorhanden, also ist nur eine Verbiudungs- 
art möglich. Da wir andererseits bereits gesehen haben, dass ein Minimum 
existiren muss, so ist das gestellte Problem stets auf eine und nur auf 
eine Art lösbar. 

In dem Grenzfalle, dass — »-^^^^ = a ist, ist überhaupt nur die gerad- 

linige Verbindung der Punkte A und B mit den Bedingungen verträglich, 
also ist von einem Minimum dann keine Rede mehr. Ist noch specieller 



x^ — x. 



'^ — »- = cc~o, so ist nur die zur Axe senkrechte Gerade AB möglich, 

und ihre Rotationsfläche ein concentrischer Kreisring. Der Widerstand ist 
dann geradezu ein absolutes Maximum für gegebene Endordinaten. 
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Wir wollen zum Schluss noch die Gleichungen aufstellen, welche 
sich zur Bestimmung der Constanten, der Coordinaten eines veränderlichen 
Punktes der Minimalcurve und des Minimal Widerstandes selbst ergeben. 
Rücksichtlich des Luftwiderstandes ist zu bemerken, dass, wenn die Minimal- 
curve einen geraden Bestandtheil hat, der entsprechende Widerstand für sich 
berechnet werden muss (vergl. S. 3); hieraus entsteht das erste Glied in 
der Klammer bei den Formeln (XI.) und (XII.) fUr W. Die übrigen Glieder 
rühren von dem gekrümraten Theil der Minimalcurve her. Der Widerstand, 
welcher irgend einem Bogen der Newton^chen Curve entspricht, ergiebt 
sich, wenn man y durch q ausdrückt und die Grenzen berücksichtigt, 
folgendermassen : 



91 



ein Integral, dessen Berechnung die in den Formeln angegebenen Werthe 
liefert, wenn man die untere Grenze dem betrachteten Fall entsprechend 
wählt. 

Wir wählen den Anfangspunkt so, dass die Abscisse x^ des ersten 
Punktes (A) gleich Null, also X2 = a ist, und unterscheiden drei Fälle: 

I. Wenn die Mfniraalcurve durchweg gekrümmt ist, so ist: 



Vi = 



9, ' 




9^^ 


>9I>«>. ,,3-, 



a = 



c[m-9*)+(.gl-gD-\nf^- 



(X.) 



j 



Hierdurch sind c,, q^ und q^ bestimmt. Alsdann ist 



Die laufenden Coordinaten sind: 



(q=^q, bis q^q^)- 
IL Wenn die Minimalcurve aus einem geraden Theil mit der Rich- 
tungszahl a ^ —=- und einem sich ohne Richtungsänderung anschliessenden 

1 3 

Curvenbogen besteht, so ist 
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(XI.) 



c(l+ ay 



_ cci+q]y 



, x„ = (y„— Jf,)a, 

Hierdurch sind c, 9,,, x,), 9, bestimmt. Alsdann ist 

+(i-^)+21n^)] 



Die laufenden Coordinaten sind: 

1) für den geraden Theil (von y, bis y„): 

2) flir den krummen Theil: 

y = "^^Y^^ ; ^ = «(9..-tf.)4-c[K9*-a*)+(^^-«0-ln-i-], 

(q = a bis qr = ^2)« 

III. Wenn die Minimalcurve aus einem geraden Theil mit der Rich- 
tungszahl a < —^ und aus einem mit plötzlicher Richtungsänderung sich 

anschliessenden Curvenbogen besteht, so ist 



(XII.) 



»0 = 



C.16 



_ „ _ <i+g;) 



a?» = (yu—yi)a, 



o = (yo-».)«+c[f(gJ-i)+(9^-^)-ln93V'3]. 
Hierdurch sind c, j/,„ x„ und qj bestimmt. Alsdann ist 

+ c'(K95-i)+5(^-i)+(^-3)+21n^,»/3)] 

Die laufenden Coordinaten sind: 

1) für den geraden Theil (von y^ bis y,,): 

2) flir den krummen Theil: 

j, = _£a±i!)L; x = a(y,-y.)+c[|(9*-i)+(^-i)-ln^l^], 



(q = ^ bis ^ = ?2)- 



>^ 
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Anwendung auf Geschossspitzen, 

Handelt es sich nun um die Frage, welche Fonn eine Geschoss- 
spitze haben muss, damit sie bei gegebener Länge 0^2 = a und gegebenem 
Kaliber 2^2 einen möglichst geringen Widerstand erleide, so ist in der 
vorigen Untersuchung zunächst yi = zu setzen, und wenn nicht aus anderen 
Gründen, welche mit dem Luftwiderstande nichts zu thun haben, eine andere 
Form des vordersten Spitzentheils gefordert wird, was aber stets eine Ver- 
mehrung des Minimalwiderstandes bedingt, so ist, wie wir oben gezeigt 
haben, q nur an die Beschränkung geknüpft, dass es lauter positive Werthe 
mit Einschluss der Null annimmt. Es ist mithin a = zu setzen. Da keine 

iVeir/ousche Curve die Axe trifft, und a < —=r ist, tritt dann stets der dritte 

der oben besprochenen Fälle ein, und die Minimalcurve setzt sich zusammen 
aus einer von der Axe ausgehenden, zu ihr senkrechten Geraden AC = y^^ 
und einem Bogen einer JV^ir/oii sehen Curve Cß, welcher unter einem 
Winkel von 30" gegen die Verlängerung dieser Senkrechten nach hinten 
zu abgeht, und zwar anfangs mit ausserordentlich scharfer Krümmung. 

Es ergiebt sich also als Form der Oberfläche der Spitze eine ebene 
Kreisfläche vom Durchmesser 2^,,, welche wir die Stirnfläche nennen wollen, 
an welche sich mit scharfer Kante die Rotationsfigur der JVeirtowschen Curve 
ansetzt, welche ebenfalls mit einer Kante in den cylindrischen Theil der 
Oberfläche übergeht. Wir wollen zur Erläuterung dieses in mehrfacher 
Hinsicht überraschenden Resultates noch folgende Ueberlegungen anstellen. 

Je grösser man bei gleichem Kaliber die Länge der Spitze wählen 
kann, desto kleiner ist der Minimalwiderstand W. Denn sei (Figur 5) ACBE 
der vordere Thfeil des Axenprofils eines Geschosses, und zwar ACB Minimal- 
curve für die Endpunkte A und B, während BE parallel der Axe ist, so 
ist ACBE nicht Minimalcurve für die Endpunkte A und E, Um diese 
vielmehr zu erhalten, verlängere man die iNfetr/ousche Curve CB bis zum 
Punkte F, ihrem Durchschnitt mit der Geraden AD, und construire in Bezug 
auf A als äusseren Aehnlichkeitspunkt den Bogen GE, ähnlich und ähnlich 
liegend mit CF. Dann ist AGE Minimalcurve fUr die Endpunkte A und E, 
ihre Rotationsfläche erleidet also einen kleineren Widerstand, als die der 
Linie ACBE. 

Könnte man demnach das Geschoss seiner ganzen Länge nach zu- 
spitzen, so würde dies in Hinsicht auf den Luftwiderstand am günstigsten 
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sein. Dies ist aber aus anderen Gründen unstatthaft. Es darf vielmehr die 
Länge der Spitze einen gewissen Bruchtheil der Länge des ganzen Ge- 
schosses nicht überschreiten. 

Dieser Umstand ist auch bei der folgenden Erwägung mit zu be- 
rücksichtigen. Man ist vielleicht zu dem Einwände geneigt, dass das Re- 
sultat, welches wir ausgesprochen haben, nicht richtig sein könne, weil 
man ja den Widerstand noch kleiner machen kann, wenn man auf die Stirn- 
fläche einen Kegel setzt. Gewiss wird alsdann der Widerstand kleiner, 
aber auch die Geschossspitze länger. Lässt man aber diese grössere Länge 
der Geschossspitze zu, so giebt die jetzt eben gewählte Form gar nicht 
den Minimalwiderstand, sondern die Minimalcurve ist wieder wie oben zu 
construiren. 

Die oben erwähnte, in Figur 5 erläuterte Construction zeigt, wie es 
möglich ist, mit Hülfe einer einzigen, für einen beliebigen Parameter c con- 
struirten Curve, wenn Kaliber und Spitzenlänge gegeben sind, das Axen- 
profil der Geschossspitze mit kleinstem Widerstände graphisch herzustellen, 
und zwar, indem man eine gewisse, zur gegebenen Curve ähnliche und 
ähnlich liegende Curve zeichnet. Dies letztere kommt aber nur auf eine 
Aenderung des absoluten Massstabes der ganzen Zeichnung hinaus. Abge- 
sehen vom absoluten Massstabe kann man also an einer einzigen Curve alle 
Spitzenformen übersehen, welche minimalen Widerstand erleiden. 

In Figur 6A ist eine Newton&che Curve CD für c = 3mm, in 6B fttr 
€ = 2mm construirt, und zwar symmetrisch zu beiden Seiten. Legt man 
nun durch diese Figur im Abstände AD = x einen Querschnitt BB senk- 
recht zur Axe, dessen Länge gleich 2y ist, so ist ACBDBCA der Axen- 
querschnitt der Geschossspitze mit der Höhe x und dem Kaliber 2y, welche 
kleinsten Widerstand erleidet. Wir messen nun die Länge der Spitze x 
und den Durchmesser der Stirnfläche 2yo durch das Kaliber als Längen- 

einheit und setzen die Masszahl der Länge ^ = i^ die Masszahl des Stirn- 

2v 
durchmessers -^ = S. Für alle dem betrachteten Profil ähnlichen, in 

2y 

anderem Massstabe construirten Profile bleiben d und l ungeändert. Die 
ihnen entsprechenden Spitzen haben ebenfalls bei gegebenem Kaliber und 
gegebener Spitzenlänge kleinsten Widerstand. Um die Widerstände der 
verschiedenen Spitzenformen unabhängig vom absoluten Massstabe ver- 
gleichen zu können, beziehen wir sie auf den Maximalwiderstand bei 
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gleichem Kaliber als Einheit. Dieser Widerstand ist y = W(fny\ Ist der 
Minimalwiderstand W, der Widerstand anderer Spitzeuformen von gleichem 
Kaliber und gleicher Höhe Wi, Wj n. s. w., so erhalten wir für sie die Mass- 

w w w 

zahlen -y- = to, -y- = tüi, — rf = Wj n. s. w. Es ergeben sich alsdann aus 
unseren allgemeinen Untersuchungen folgende Gleichungen: 

^ g«+ g»_ In g- 0,96597 



(XIII.) ;i = -f~ = 



2y ~ g (l+g7 

rxiv^ A-_2y« _ 3.0720 
(XIV.) (J_ — _-^j_^^,^. , 



(XV.) w = -;.- = 



9 
^ ^ l ?♦+ 59»+ |,- + 21n? + 5,74688 



y >*>y' r(i+9*) 



•^a n2 



[(M-^l 



9 

In der oben citirten Abhandlung im Archiv für Artillerie- und 
Ingenieur- Officiere ist eine Tabelle für die Coordinaten der Minimalcurve, 

die Widerstände entsprechend den Werthen q = -— , 1,0^ 1,1, 1,2, ... bis 3,7, 

sowie die Grössen ^ J und w mitgetheilt. Wir beschränken uns hier auf 
folgende drei Beispiele: 

Ist die Länge der Spitze l = 0,66620, d. h. rund ^ Kaliber, so hat 
die Endtangente in B die Richtungszahl q = 2,2 und den Richtungswinkel 
T = 65"33', der Durchmesser des Stirnkreises S ist 0,19863, also fast genau 
^ Kaliber, der Minimalwiderstand beträgt 0,27824, d.h. nicht ganz 28% 
des Maximalwiderstandes. Dies ist eine verhältnissmässig kurze Spitze 
(BDBCA). Ist dagegen l = 1,01527, oder rund ein Kaliber (Spitze von 
mittlerer Länge B,D^B,CÄ), so ist 9 = 3, t = 71"34'; (? = 0,09238, also 
nicht ganz -^ Kaliber, a> = 0,15710, d.h. nicht ganz 167o des Maximal- 
widerstandes. Ist endlich l = 1,3029 oder rund 1,3 Kaliber {lange Spitze 
CB^D^B^CA), so ist 9 =3,7, r = 74^53', (? = 0,05279, also etwa ^ des 
Kalibers, und lo = 0,10524, also etwas über 10^7u des Maximal Wider- 
standes. 

Vergleichung mit anderen Spitzenformen. 

Wir wollen zur Vergleichung einige andere Spitzenformen für die 
drei eben besprochenen Werthe von k in Betracht ziehen, und zwar zunächst 
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drei solche Spitzen, welche beim Kaliber 1 und der Länge k eine Stirn- 
fläche mit dem Durchmesser ö haben, wie die Minimalfläche, und die wir 
als stumpfe Geschossspitzen bezeichnen wollen, alsdann die entsprechenden 
scharfen Spitzen, für welche J = ist. 

Der Maximalwiderstand Y für das Kaliber 1 ist — f—. Dieser 

Werth wird, wie oben, als Einheit gewählt, um die Widerstände zu messen. 
Wir setzen ferner der Abkürzung wegen l—d = ß. 

1) Um den Widerstand der stumpfen conischen Spitze zu erhalten, 

21 
setzen wir Winkel CBD -= i^, dann ist tg^ = -^- und 

p 
m, = -y« = 4 l(4)'+-^-i^c^s.*i = cos^'+J^sin^'. 

2) Der Mantel des stumpfen parabolischen Ogivals (Figur 7) wird 
erzeugt durch einen Parabelbogen CB. Der Punkt B ist Scheitel der Parabel, 
die Scheiteltangente BR ist der Axe parallel. Fällt man vom Punkte P 
der Parabel mit den Coordinaten x und y Senkrechte auf BD und BR 
und nennt sie u und f>y so ist 



t?=i-y und :^ = --^.^- = 



2ü 
2 



mithin 



« = iÄ; 



ferner ist 



q =z tgT = ö- = . 1 also 1+0^=1 + 7^-^-. 

so dass wir erhalten 

'-.=^=4^+,/'--^]. 

oder wenn man y durch e ausdrückt und die Integration ausführt: 

3) Der Mantel des stumpfen BLreisogivals (Figur 8) wird erzeugt 
durch einen Kreisbogen CB, dessen Tangente in B parallel der Axe ist. 
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Sei Q der Radius des Kreises, so ist 



Femer findet man 
mithin 

und 

». = i = 4|4^+2/W[(i-4r)-f(l-i>-f]|, 



2 



oder nach AnsfUhrnng der Integration and kleinen Umformungen: 

"*» = ^+^[6(4(.-l)(l-<r')-8(2p-l)(l-<J')-3(l-<J*)]- 

4) Um aus diesen drei Formeln diejenigen für die entsprechenden 
scharfen Spitzen zu erhalten, setzen wir ^ = und erhalten : 

a. fUr die scharfe Kegelspitze: 

tg^' = 21; (o[ = cos^'^; 
6. für das scharfe parabolische Ogival: 

co; = l+2i^-2i*(l + ^)ln(l+ir)v 
c. flir das scharfe kreisförmige Ogival: 

Nach diesen Formeln ist die nachstehende Tabelle berechnet, und 
zwar für drei verschiedene Werthe von X, nämlich: 

^ für i = 0,66620, d. h. rund | Kaliber (kur^e SpiUe). 
ß für A = 1,01527, d. h. rund 1 Kaliber (mittlere Spitze). 
C für A = 1,3029, d. h. rund 1^^ Kaliber (lange SpUze). 

Für die stumpfen Spitzen ist d ebenso gross wie in der entsprechen- 
den Minimalfläche genommen. 
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Die Widerstände sind angegeben I in Procenten des Maximalwider- 
standes für gleiches Kaliber. Um die Vergleicbung zu erleichtern, sind 
rechts II die Widerstände noch einmal, aber gemessen durch den entsprechen- 
den Minimalwiderstand als Einheit, angegeben. 



Die Widerstände einiger Spitsenformen. 





I 






II 










Gemessen durch den 




In Procenten 


entspre 


chenden Minimal- 




des Maximalwiderstandes 




^iderstand 






A B 


C 
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• B 


C 


■ 


Kurz Mittel 


Lang 


Kurz 


Mittel 


Lang 


Länge l im Verhältniss zum Kaliber . 


0,6fi620 i 1,01527 


1,3029 


0,66620 


0,01527 


1,3029 
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0,19863 
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0,08909 
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0,08909 
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1 
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1 


IS 
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n.hOO;„ ; 17,37% 


11,92% 


1,06 


1,11 


1,13 


J2 


Stumpfes Parabel-Ogival w, . . . 


34,40% : 21, -24% 

1 


14,87 »,„ 


1,25 


1,35 


1,41 


iSS 


Stumpfes Kreis-Ogival w, . . . 


37,59 «,o 


21,700/0 


15,26% 


1,35 


1,44 


1,45 




Spitzer Kegel «',... 


36,03% 


24,57 0/, 


12,84% 


1,29 


1,56 


1,21 


^ 


Spitzes Parabel-Ogival w', . . . 


37,93% 


22,26 0/0 


15,27% 


1,36 


1,42 


1,45 




Spitzes Kreis-Ogival w, . . . 


39,370/0 23,490/0 


15,72% 


1,41 


1,49 


1,49 




^ 




3,95 


6,36 




Maximalwiderstami . 




lOOO/o 




9,50 



Ans dieser Tabelle geht hervor, dass, wie zu erwarten war, die 
Widerstände der verschiedenen Spitzenformen nm so geringer sind, je weniger 
sich diese Formen von der entsprechenden Minimalfläche nnterscheiden. 
Die stumpfen Spitzen mit passend gewählter Stirnfläche geben geringeren Wider- 
stand, als die entsprechenden scharfen. Die allmähliche Ueberführung der 
Spitze in den cyHndrischen Theil ist zur Ueberwindung des Luftwiderstandes 
nicht f>on Vortheil. Das spitze Kreisogival, wie es bei den Geschossen 
praktisch in Gebraach ist, ist von den in Betracht gezogenen Formen 
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gerade die ungünstigste zur Ueberwindung des Luftwiderstandes. Auch 
sind die Differenzen der Widerstände für die verschiedenen Spitzenformen 
bei gleicher Länge so gross, dass es fraglich ist, ob sie durch anderweitige 
Umstände ausgeglichen werden können. 

Es ist in der vorhergehenden Untersuchung weiter keine beschränkende 
Bedingung fUr die Geschossspitze aufgestellt, als diejenige, welche sich 
aus der Natur des Problems mit Noth wendigkeit ergiebt, dass nämlich q 
nicht negativ sein darf. Ist aber aus irgend welchen Gründen, z. ß. wegen 
des Eindringens in einen Panzer, eine scharfe, vorn conisch endende Spitze 
erforderlich, so kann die Minimalaufgabe, unserer ersten allgemeinen Ent- 
wickelung gemäss, ganz ebenso gelöst werden, sobald die der Kegelseite 
entsprechende Richtungszahl q = a gegeben ist. Je grösser aber der gegebene 
Werth von a ist, desto grösser wird bei gleichem Kaliber und gleicher 
Länge der Spitze der Minimalwiderstand. Ist andererseits ein bestimmter 
Durchmesser des Stirnkreises vorgeschrieben, der grösser ist im Verhältniss 
zum Kaliber, als das dem gegebenen Werthe von l entsprechende d, so 
ist T von vornherein > 30", und die Minimalcurve ist den Gleichungen (X.) 
entsprechend zu berechnen. 



Es ist schon anfangs darauf hingewiesen worden, dass die Voraus- 
setzungen, auf denen die Rechnung beruht, in Wirklichkeit nur angenähert 
zutreffen. Der Einfluss der Reibung der Luft und der Bewegung der ab- 
fliessenden Lufttheilchen, namentlich auch deren Rotation, ist nicht berück- 
sichtigt. Der Einfluss des negativen Druckes würde zur Procentzahl des 
Widerstandes jeder Spitzenform einen gewissen, möglicherweise sogar von 
der Geschwindigkeit abhängigen Summanden zufügen, aber auf die Frage 
nach der günstigsten Form der Spitze wohl keinen bedeutenden Einfluss 
haben, wie bereits oben erörtert worden ist. Vor Allem aber bleibt die 
Geschossaxe nicht dauernd in der Richtung der Tangente der Flugbahn; 
sobald sie aber dazu schräg steht, ist der Widerstand ein ganz anderer. 
Eine Berücksichtigung dieser Einflüsse aber würde selbst unter verein- 
fachenden Hypothesen zu ausserordentlichen Schwierigkeiten führen. — Der 
erste Theil der Flugbahn entspricht indessen mit grosser Annäherung der 
Bedingung, dass die Geschossaxe die Richtung der Bahntangente hat, und 
da in diesem Theil die Geschwindigkeit am grössten ist, mithin der Luft- 

3» 
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widerstand am wirksamsteu, so wird es nützlich sein, dafUr zu sorgen, dass 
wenigstens für diesen Theil der Bewegung der Luftwiderstand so geringe 
wie möglich ansfalle. 

Bemerkung über verschiedene Widerstandsprobleme. 

Man hat die Bedingung, dass die Endpunkte der Meridiancurve 
gegeben sind, durch andere Bedingungen ersetzt. So hat z. B. Herr F. A. 
Tarleton (Phil. Mag. (4) XXXIV, Referat: Fortschritte der Physik XXIII, 1867) 
statt dessen die Bedingung verlangt, dass die Endordinate, also die Basis 
des Rotationskörpers gegeben , die Anfangsordinate y i = und das Volumen 
des Rotationskörpers constant sei, und hat als Meridian eine Ranke einer 
Hypocykloide mit drei Spitzen gefunden, welche die Axe zur Rückkehr- 
tangente hat. Neuerdings hat Herr Starkoff in mehreren russisch ge- 
schriebenen Abhandlungen (Denkschriften der Odessaer Gesellschaft Bd. V 
und VI, Referat: Fortschritte der Mathematik Bd. XVI und XVII) dafür 
die Bedingung gewählt, dass bei gegebener Basis des Rotationskörpers der 
Flächeninhalt der Meridiancurve, welche bis zur Axe reichen muss, con- 
stant sei. Man kann auch die Ordinaten der Endpunkte der Meridiancurve 
und den Mantel der Rotationsfigur, oder dieselben Ordinaten und die Länge 
des Meridianbogens als gegeben voraussetzen. Als Minimalcurve ergiebt 
sich bei gegebener Oberfläche eine Gerade, bei gegebenem Bogen eine 
Curve, welche in unserer Bezeichnung dargestellt ist durch die Gleichungen: 

c Q r 2sinr sinr , , , 1 — sinrl 

^ COST*' ^ L C08T* COST ^ 1 + Sm T J ' 

und welche, wie ich aus einer Notiz in einer französisch geschriebenen 
Abhandlung des Herrn Starkoff (Bulletin de la Soci^t^ Math^m. de France 
XIII, 1884—1885, Seite 133) ersehe, bereits von Legendre gefunden zu sein 
scheint. Diese Curve muss übrigens nöthigenfalls vom Punkte r = 0, y = c 
aus durch eine Senkrechte zur 9 -Axe bis zur gegebenen Anfangsordinate 
fortgesetzt werden. Bei allen diesen Problemen gelten dieselben Erwägungen 
in Bezug auf q, wie wir sie für das iV^ir/onsche Problem entwickelt haben. 
Lässt man für q beliebige Werthe zu, so kann man bei gegebenem Volumen 
oder bei gegebenem Inhalt der Meridianfläche durch Zickzacklinien, oder 

durch Linien wie in Fig. 2 erreichen, dass das Integral y ^_J ^ beliebig 
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nahe an Null kommt. Bei gegebenem Mantel der Rotationsfigur oder ge- 
gebener Länge des Meridianbogens hat zwar der Widerstand ein von Null 
verschiedenes Minimum, aber man kann der Meridiancurve unbegrenzt viele 
Gestalten geben, da man jeden beliebigen Bogen einer Minimalcurve stets 
durch sein Spiegelbild gegen eine zur x-Axe senkrechte Gerade ersetzen 
kann, wie dies Herr Wallen bei der NewtonAcheni Curve gethan hat. Nimmt 
man aber die auf Seite 4 sachlich begründete Bedingung ^^0 hinzu, so 
giebt es stets ein von Null verschiedenes Minimum, und auch die Meridian- 
curve wird, bis auf einen gewissen Fall, den wir noch besprechen werden, 
eindeutig bestimmt. Ich glaube, dass erst durch diese Beschränkung, die 
ich in keiner der früheren Bearbeitungen angedeutet finde, die Untersuchung 
einen befriedigenden Abschluss erhält. Uebrigens kann auch bei diesen 
vier Problemen die Entwickelung ganz analog der oben bei dem Newton- 
sehen Problem angewendeten Methode durch Benutzung des Tay/orschen 
Satzes geschehen; es ergeben sich dann die Resultate in ebenso einfacher 
Weise. Bei den beiden letztgenannten Problemen ist es bequem, statt der 

Grösse q die Grösse u ^ }/l+q^ =^ in die Rechnung einzuführen. Ist 

dann fi = 1, so darf die Variation von u nicht negativ gewählt werden, ^eil 
sonst q imaginär würde. 

Sind Stellen vorhanden, in welchen q (oder u) unstetig ist, so kann 
die Variationsrechnung nichts entscheiden, weil genau wie wir es oben ge- 
zeigt haben, alsdann auch endliche Veränderungen von q (oder u) zuge- 
lassen werden müssen. Hier müssen dann andere Betrachtungen hinzu- 
kommen, wie wir sie oben auch anwenden mussten. 

Die Lösung der 7Vir/e/o;ischen Aufgabe, welche übrigens auch in die 
Aufgabensammlung von Sohncke, vierte Auflage, Halle 1877, herausgegeben 
von Amstein, Theil II, Seite 279 übergegangen ist, ist dahin zu ergänzen, 
dass man an die von der Axe als Rückkehrtangente im Punkte A aus- 
gehende Hypocykloidenranke im anderen Endpunkte der Ranke (Rückkehr- 
punkte) eine nach aussen führende Gerade, welche senkrecht zur Axe steht, 
ansetzt. Nur bei hinlänglich grossem gegebenem Volumen fällt der End- 
punkt des Meridians in den hypocykloidischen Theil, bei verhältnissmässig 
kleinem Volumen dagegen ftlllt er auf den geradlinigen Theil. Im letzte- 
ren Falle entspricht dem geradlinigen Theil zwar das Volumen Null, er 
ist aber nöthig, damit die Endordinate die vorgeschriebene Grösse erhalte. 
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Das Resultat, welches Herr Starkoff bei seinem Problem gefunden 
bat, ist mir nicht zugänglich gewesen. Ich theile aber das Resultat mit, 
wie ich es nach meiner Methode gefunden habe, da dieser Fall theoretisch 
besonders interessant ist. Hierbei ist vorausgesetzt, dass 9 ^ sei, da bei 
beliebigem q kein Minimum existirt. Nennt man die gegebene Endordinate 
a, die gegebene Meridianfläche fy so findet man durch stetige Variation, 
dass die Meridiancurve nur aus Geraden zusammengesetzt sein kann, welche 
theils der y-Axe, theils einer gewissen anderen Richtung parallel sind, 
fllr welche t >> 30" ist. Va muss nun durch anderweitige Betrachtungen 
entschieden werden, welche von diesen unzähligen gebrochenen Linien, die 
nicht durch stetige Veränderung von q, also durch unendlich kleine Werthe 
von q) in einander Ubergeflihrt werden können, den kleinsten Widerstand 
leistet. Es ist aber leicht zu erkennen, dass alle Meridianlinien zwischen 
den Ordinaten Null und a, welche zusammengesetzt sind aus Geraden r = 
und T = r,, wofern sie denselben Flächeninhalt /" abschneiden, auch den- 
selben Widerstand der Rotationsfläche ergeben. Es wird nämlich 

u> = ^a^— ^/'8in2Ti, 

wcibei übrigens stets f<i\a^tgTx ist. Der Widerstand ist also am kleinsten, 
wenn Ti möglichst nahe an 45" liegt. Ist nun f=>.^^, so ist diese Be- 

dingung nur erfüllt durch eine einzige Gerade, für welche q = - ,- ist. Ist 

aber f<i ^o', so kann man als Älinimalcurve jede Linie wählen, welche 
aus geradlinigen Stücken mit den Richtungswinkeln Null und 4ö'^ besteht, 
und welche den gegebenen Flächeninhalt abschneidet. Die Aufgabe hat 
also in diesem Fall unendlich viele Lösungen. 

Ob Herr Starhoff dieses Resultat auch gefunden hat weiss ich nicht. 
Dagegen muss ich hervorheben, dass sich in der französisch geschriebenen 
Arbeit des Herrn Starkoff , Sur la r^solution des probl^mes g^ometriques 
par le calcul des variations (Bull, de la Societe Math^matique de France 
XIII (1884 — 85) S. 133 ff.) und nach dem Referat auch in den russisch 
geschriebenen Abhandlungen bedenkliche Unklarheiten und Fehler finden. 
Herr Starkoff glaubt nämlich ein Mittel gefunden zu haben, um die Zickzack- 
linien, welche bei Minimaleurven vorkommen können, auch durch die Me- 
thoden der Variationsrechnung zu bestimmen, und zwar, indem er das Bogen- 
Clement ds zur unabhängigen Variable nimmt, aber die Bedingung 

dx'^dg' = ds 
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fallen lässt und nur die beiden Beschränkungen dx^7^ds\ dy^^ds^ be- 
stehen lässt. Dieser höchst merkwürdigen Auffassung ist schon Herr Sonine 
in zwei russisch geschriebenen Artikeln (Denkschriften der Odessaer Ges. 
Bd. VI) entgegengetreten, indem er sich auf Moigno, Calcul des variations 
p. 235 bezieht, und auch der Referent in den „Fortschritten der Mathe- 
matik^^ Herr WasMieff schliesst sich diesem Urtheil an. Da mir die Gründe 
dieser Herren nicht bekannt sind, so möchte ich bemerken, was ich gegen 
Herrn Starkoff 9^ Auffassungen einzuwenden habe, so weit sie in der fran- 
zösisch geschriebenen Abhandlung entwickelt sind. Ist q (nach unserer 
Bezeichnung) bestimmt, so ist dx^ -{- dy^ = ds\ Wenn also dx^+dy'^^ds^ 
ist, so ist die Richtungszahl q unbestimmt^ also auch der diesem Elemente 
entsprechende Widerstand, so dass für die Untersuchungen jede Basis fehlt. 
Aber selbst wenn man diese Unbestimmtheit an einzelnen Stelleh zuliesse, 
so müsste man doch an denselben Stellen endliche Variationen von q zu- 
lassen, und diese sind beim VariationscalcUl ausgeschlossen. Die Wahl 
der unabhängigen Variabein bestimmt nur die äussere Form der Rechnung, 
kann aber sachlich nichts ändern. Herr Starkoff will nun seine Anschauung 
durch ein Beispiel rechtfertigen. Dies ist aber gänzlich verfehlt. Herr 
Starkoff will nachweisen, dass die iNfeir/onsche Curve gar nicht minimalen 
Widerstand leiste, sondern eine Curve, welche er durch seine Methode findet. 
Nun kommt aber in seiner ganzen Entwickelung keine einzige Stelle vor, 
bei welcher man dx^ -{- dg^ ^ ds^ setzen müsste, und die Curve, welche er 
findet, ist — die Legendre^che. Er hat also stillschweigend, ohne es zu 
bemerken, die Newton^che Bedingung, dass die Endpunkte der Meridian- 
curve gegeben seien, fortgelassen, und statt dessen die Bedingung, dass die 
Bogenlänge constant sei, hineingenommen. Da Herr Starkoff diese Be- 
dingungen gar nicht erwähnt, die Constanten nicht bestimmt, namentlich in 
die Integrale, die den Widerstand ausdrücken, nicht die den Bedingungen 
entsprechenden Integrationsgrenzen einführt, so ist die von ihm angestellte 
Vergleichung der Widerstandsintegrale vollkommen illusorisch. Würde er 
zwei Punkte einmal durch einen Bogen einer Newtomcheu Curve und das 
andere Mal durch einen Bogen einer Legendre^chen Curve verbinden, und 
fttr beide die Widerstände berechnen, so würde er finden, dass der Legendre- 
sehen Curve grösserer Widerstand entspricht, als der iVefr/onschen. 

Andererseits habe ich durch die Besprechung der fünf Widerstands- 
probleme gezeigt, dass sich dieselben sämmtlich bei gehöriger Unter- 
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Scheidung zwischen endlichen und unendlich kleinen Aenderungen von q 
vollständig lösen lassen, und zwar selbstverständlich mit Beibehaltung 
der Bedingung dx^ + dy^ = dsi^. Selbst wenn unendlich oft gebrochene 
Linien als Minimalcurven auftreten, nämlich wenn man ftir q auch nega- 
tive Werthe zulässt, oder auch in dem oben besprochenen Fall des Starkof- 
sehen Problems findet man durch die von mir angewendeten Methoden 
alles, was zum vollständigen Verständniss und zur allgemeinsten Lösung 
des Problems erforderlich ist 
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Ueber Fundamentalgrössen in der Flächentheorie. 

(Von Herrn J. Knoblauch,^ 



1. 

Untersucht man die allgemeinen Eigenschaften einer krummen Fläche 
unter der Voraussetzung, dass die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten 
X, y, i ihrer Punkte als Functionen zweier reellen, unabhängigen Variablen 
Uy V gegeben sind, so wird man bekanntlich auf gewisse Verbindungen aus 
den ersten und zweiten Ableitungen von x, y, & nach u und r geführt, 
welche wegen ihrer grundlegenden Bedeutung für die in Rede stehenden 
Untersuchungen als Fundamentalgrössen bezeichnet werden. Die sechs von 
Gauss eingeführten Grössen sind durch die Gleichungen definirt: 



(2.) 



n = 2( -^ -— —— ^^ ^^ D* = v-f ^y ^^ dz dy \ . d^x 

^ du do du dv J du* ' ^ du dv du do ^ dudv ' 



jjf, _ ^(_^y_ _^ ^^ _^yS) ^'^ 

V du dv du dv / dv^ ' 

in welchen unter ^f(xy y, a) der Ausdruck f(x, y, »)+/'(y, «^ a?)+/(a, x, y) 
verstanden wird. Von ihnen hängen diejenigen geometrischen Bestimmun- 
gen ab, welche in der Theorie der Krümmung der Flächen betrachtet 
werden, und namentlich sind die Summe und das Product der Hauptkrüm- 
mungen durch einfache algebraische Functionen von E, . . . D" gegeben. 
Schon der Ansatz der Gleichungen (1.), (2.) setzt eine Anzahl von Eigen- 
schaften der (reellen) Functionen x^ y, z voraus: sie müssen nebst ihren 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung für alle Werthepaare («, t?) eines 
gewissen Bereiches endliche, bestimmte Werthe haben, und es muss ferner, 
damit D' eindeutig bestimmt sei, die Gleichung 

d'g ^ d'g 

du de dvdu 
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Üür g=^x, f ^ s Stattfinden^ wofür die Stetigkeit der beiden einander gleich- 
gesetzten Differentialcoefficienten hinreichend ist Die Grössen E, G, sowie 
der ebenffills als Qnadratsomme darstellbare Aosdrack 

EG-f = r 

werden f&r alle Punkte des betrachteten Bereiches als positiv angenommen. 
Wie die yerschiedenen, f&r die Flächentheorie nikhigen Annahmen sich geo- 
metrisch interpretiren lassen, soll hier nicht entwickelt werden; ausführliche 
Erörterungen fiber diesen Gegenstand finden sich z. B. in der Abhandlung 
des Herrn Beltratmi: Delle variabili complesse sopra una superficie qua- 
lunque [Annali di Matematica, Serie U, T. 1, p. 329 (1867)]. 

Die Fundamentalgrössen erster Ordnung hängen mit dem Linien- 
element d$ der Fläche durch die Gleichung 

(3.) tW =• Edw'+2Pdmdf>+Gdf>^ 

zusammen. Sie bilden also die Coefficienten einer beständig positiven, bi- 
nären quadratischen Differentialform. Ffihrt man an Stelle von m, v andere 
krummlinige Coordinaten u, 9 ein, welche mit den ersteren durch zwei 
Gleichungen verbunden zu denken sind, und setzt 

df^ = £'rftf'^+2F'rfii'rfr'+G'*^ 

so gelangt man zu Formeln für die Transformation von E^ F^ G einfach 
dadurch, dass man die linearen Substitutionen 



(4.) 



du' = -^du + -^dv = adm+ßdv, 
dv = -^du-\-'-^df> = ydu-\-ddv 



einfährt und die Coefficienten von d^y 2dudv, dt^ in beiden Ausdrucken 
von d^ vergleicht So ergiebt sich 

IE = EV+2F'ay+Gy, 
F = Eaß+F\ad+ßY)^Gyd, 
G = E'ß'+2F'ßS+ff&'. 

Durch Auflösung nach £', F', C würden diejenigen Gleichungen folgen, 
welche Gauss am Schluss des Art 21 der Disquisitiones generales circa 
superficies carvas gegeben hat 

Auch die Grössen D, D', Z)" stehen mit einer quadratischen Diffe- 
rentialform in Zusammenhang. Denn bezeichnet man mit q den Krttm- 
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mangsradias desjenigen, durch den Punkt (iir) gehenden Normalschnitts, 
welcher durch das Verhältniss du: de bestimmt, und dessen Bogenelement 
de ist, so hat man, wie bekannt, 

(6.) —iEG-F^ = Z)rffl'+2Z)'rfflrfr+/)"rfr^ 

Doch besitzt die linke Seite hier nicht, wie in der Gleichung (3.), eine 
von der Wahl der Coordinaten unabhängige geometrische Bedeutung. In 
Folge dessen kann auch die Transformation der Gati^^chen Fundamental- 
grössen zweiter Ordnung nicht unmittelbar aus (6.) geschlossen werden. 
Dividirt man dagegen von vornherein beide Seiten der Gleichung durch die 
(positiv angenommene) Grösse T und setzt 



so wird: 



(7.) , =L, - ^ = 3f, , ^ =iV, 



(8.) — = Lde+2Mdudv+fidfi\ 



und aus der Unveränderlichkeit der linken Seite beim Uebergange zu neuen 
Coordinaten folgt jetzt, dass die Transformationsformeln für L, M, N die- 
selben bleiben wie die für E, F, G, nämlich: 

L = LV+2i»f'ay+iVy, 
(9.) < M = L'aß+M'(aS+ßy)+Ny^, 

Behielte man die Gaussschen Grössen bei, so wUrde rechts noch die Func- 
tionaldeterminante 

ad—ßy = J 

als Factor auftreten; sie fällt durch Hinzunahme der aus (5.) folgenden 
Gleichung 

heraus. 

Für die allgemeine Flächentheorie sind die Transformationsgleichun- 
gen in der Form (9.) von besonderer Wichtigkeit. Daher empfiehlt es sich, 
L, M, N an Stelle von Z), D'^ D" als Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung za verwerthen, was in neuerer Zeit von Herrn Hoppe [Principien der 
Flächentheorie, Leipzig 1876] durchgeführt worden ist. Zum ersten Mal 
scheinen jene Grössen von Herrn Brioschi [Sulla teoria delle coordinate 

4* 
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curvilinee, Annali di Matematica, Serie II, T. 1, p. 1 (1867)] benutzt worden 
zü sein. 

Fuhrt man die Richtungscosinus X, Y, Z der nach einer bestimmten 
Seite genommenen Flächennormale ein, setzt also 

1 / öy dz dz dy \ ^ y 

SO lassen die Definitionsgleichungen fUr die Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung sieh schreiben: 

(10.) ^X^ = L, ^X-^^M, SX^^K 

Hervorgehoben sei noch, dass wegen EG—F^^O die Grössen L, 
M, N gleichzeitig mit D, D'^ D" den Charakter ganzer Functionen besitzen. 

2. 

Die Aufgaben, welche die Theorie der Flächen zu lösen hat, inso- 
fern nicht höhere als zweite Ableitungen ins Spiel kommen, stehen im eng- 
sten Zusammenhange mit der simultanen Transformation der beiden durch 
(3.) und (8.) definirten quadratischen Differentialformen. Diese Erkenntnisse 
welche namentlich durch die Arbeiten des Herrn Weingarten in helles Licht 
gesetzt worden ist, giebt nach zwei Seiten hin zu neuen Problemen Ver- 
anlassung. Einmal nämlich kann man nach allen Folgerungen fragen, 
welche sich aus (5.) und (9.) unter Voraussetzung der Constanz von E, 
F, G, ... L\ M\ N' ziehen lassen. Diese Frage ist gleichbedeutend mit 
der Forderung, die algebraische Theorie der quadratischen Formen auf die 
Geometrie anzuwenden. Die zweite Art von Untersuchungen, welche als 
eine Ausdehnung der ersteren zu bezeichnen ist, nimmt nicht nur du, dv, 
sondern auch u, e als variabel an; es werden dann gleichzeitig mit den 
Fundamentalgrössen auch ihre Ableitungen betrachtet. Als Resultat der 
ersten Klasse von Untersuchungen ergiebt sich z. B. die geometrische Be- 
deutung der absoluten simultanen Invarianten 

GL—2FM+EN „ , LiV-ilf' ^ 

als Summe und Product der beiden Hauptkriimmungen , — ; in der zwei- 
ten Gruppe erscheint als Hauptergebniss der Gauss^che Satz von der Un- 
veränderlichkeit des Krttmmungsmasses bei allen Biegungen einer Fläche. 
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Die gleichzeitige Transformation der DifferentialausdrUcke 

Edu'+'iFdudv+Gdv^ = A und Ldu'+2Mdudv+Ndv^ = B 

zieht die der Formen 

xA+lB 

nach sich, in welchen x, l Constanten oder gegebene Functionen der In- 
varianten bedeuten. Unter diesen Formen ist die Grösse 

da' = -KA+HB 

von Wichtigkeit, da sie das Bogenelement der Gauss^cheu Kugel liefert, 
welches dem Linienelement da der ursprünglichen Fläche entspricht. Ausser- 
dem ist von besonderem Interesse die simultane Covariante der beiden 
Formen, welche sich nicht in der obigen Gestalt darstellen lässt. Sie be- 
stimmt, gleich Null gesetzt, die Krümmungslinien der Fläche, während Ä = 0, 
falls LiV— ^r<CO ist, die Asymptotencurven liefert. Wollte man die Covariante 
durch den Ausdruck 

(EM-FL)du'+(EN-GL)dudv+(FN-G9l)df>'' 

definiren, wie er unmittelbar durch die Algebra gegeben wird, so würde 
sich dieser bei einer Transformation um die Functionaldeterminante J 
ändern. Es empfiehlt sich daher auch hier, die Coefficienten durch T zu 
dividiren. 

Diese Coefficienten hängen in einfacher Weise mit den Grössen ?y, 
&, r]\ d' zusammen, welche in den, von Herrn Weingarten in die Flächen- 
theorie eingeführten Formeln 

vorkommen. £s ist nämlich 

(12.) T] = FM-GL, & = FL-EM, r{ = FN-GM, &' = FM-EN, 
und die Covariante hat den Ausdruck 

(13.) -^(-drfii^-(i^'-i7)rfiirff?+Vrf<?') = /' 
Was ihre geometrische Bedeutung betrifft, so ist 

(14.) r=.ds'(- — ^)(i— -L) = ^KA'+HAB-B'. 

Eine Untersuchung der Flächen, welche über die gewöhnliche Krüm- 
mungstheorie hinausgehen will, erfordert die Einführung der Differential- 
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coefficienten höherer als zweiter Ordnung. Auch die vollständige Discassion 
der Krtimmungsmittelpunktsflächen hinsichtlich ihrer Krümmung würde schon 
die Betrachtung der Ableitungen dritter Ordnung nöthig machen. Soll eine 
derartige Untersuchung zu übersichtlichen Resultaten leiten, so ist es vor 
allem nothwendig, Grössen einzuführen, welche geeignet sind, für die höheren 
Ordnungen die Rolle von Fundamentalgrössen zu übernehmen. Es erscheint 
zweckmässig, solche Grössen als Coefficienten von Differentialausdrücken 
aufzufassen; und es wäre von diesem Gesichtspunkte aus als Aufgabe der 
Flächentheorie überhaupt die Anwendung der binären Differentialformen 
fiten Grades auf die Geometrie zu bezeichnen. Es soll hier nicht aus- 
gefühii; werden, wie man allgemein zu einer solchen Anwendung gelangen 
könnte; die anzustellenden Erörterungen sollen sich vielmehr auf den Fall 
n = 3 beschränken. 



3. 

Welche Ausdrücke als Fundamentalgrössen dritter Ordnung betrachtet 
werden sollen, hängt von Erwägungen verschiedener Art ab. Knüpft man 
die Grössen an eine quadratische Differentialform 

Adu'+2Bdudv+Cdv\ 

so hat man den Vortheil , durch ^ = 0, C = die beiden Curvenschaaren, 
welche durch Nullsetzung der Form erhalten werden, als Coordinatenlinien 
kennzeichnen zu können. Vom geometrischen Standpunkte aus bietet sich 
hier das Product der Differentiale der Hauptkrümmungen als zweckmässig 
einzuführende Form dar. Man kann dann die Linien constanter Haupt- 
krümmungsradien, wo es nöthig ist, als Coordinatenlinien einführen. Allein 
einerseits fallen diese beiden Curvenschaaren für die wichtige Klasse der 
Weingarten^cheu Flächen (für welche der eine der beiden Hauptkrümmungs- 
radien eine Function des anderen ist) in eine zusammen, und andererseits 
sind die Grössen, zu welchen man gelangt, in den Ableitungen der Coor- 
dinaten nicht linear. Verzichtet man darauf, dass die Anzahl der Fundamental- 
grössen auch für die dritte Ordnung gleich 3 sein solle, so könnte man 
die Ableitungen irgend zweier von einander unabhängigen Functionen der 
Hauptkrümmungen, z. B. der Ausdrücke 
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nach den krummlinigen Coordinaten genommen, als die zn bestimmenden 
Grössen annehmen. Doch erscheint es, falls vier Fundamentalgrössen ein- 
geführt werden sollen, zweckmässiger, sie so zu wählen, dass darch sie 
eine Anwendung der kubischen Differential formen auf die Geometrie ange- 
bahnt wird. Dies wird durch die Betrachtung derjenigen Normalschnitte 
geleistet, welche von ihrem Krömmungskreise superosculirt (vierpunktig 
berührt) werden. 

Eine rein äusserliche Verallgemeinerung der Fundamentalgrössen 
zweiter Ordnung würde es sein, wenn man die entsprechenden Grössen dritter 
Ordnung durch die Ausdrücke 

d^x d^x d*x d^x 

(15.) XJir-^-^ = a, SX-g-rö^ = b, ^X-^^^^^c, SX-^^^d 

definiren wollte. Dennoch ist der Ansatz dieser Grössen insofern von Nutzen, 
als er zu einem einfachen Beweise für zwei der drei flächentheoretischen 
Fundamentalgleichungen führt. Letztere Formeln, welche Beziehungen zwi- 
schen den Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung herstellen, sind 
wohl zuerst von Mainardi [Su la teoria generale delle superficie, Giornale 
deir Istituto Lombardo T. 9 (1857), p. 394—395] angegeben worden; sie 
treten in allen Arbeiten, welche in den letzten Jahrzehnten über die allge- 
meine Theorie der krummen Flächen veröffentlicht worden sind, unter den 
verschiedensten Formen auf. Man beweist die Gleichungen gewöhnlich auf 
einem ziemlich umständlichen Wege: Zuerst werden die Ableitungen zwei- 
ter Ordnung der Coordinaten durch die der ersten Ordnung und durch die 
Richtungscosinus der Normale dargestellt, als homogene lineare Functionen, 
deren Coefficienten nur von den Fundamentalgrössen abhängen; alsdann 

bildet man die Differentialquotienten dritter Ordnung ^ »^ , ^ ^ , etc. auf 

zwei verschiedene Arten und setzt die Ausdrücke einander gleich. Hier- 
aus ergiebt sich leicht die Existenz von sechs Gleichungen unter den Funda- 
mentalgrössen, von denen jedoch drei, wie die Durchführung der Rechnung 
lehrt, die drei übrigen nach sich ziehen. Jene drei Formeln sind die ge- 
suchten; die eine, welche die Ableitungen der Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung nicht enthält, entspricht dem (fati««schen Satze. 

Nicht kürzer ist der Weg, welchen neuerdings Herr lApschiH [Sitzungs- 
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1883] zum Beweise 
der Fundamentalgleichungen eingeschlagen hat. Die Methode beruht auf 
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einem Hindorchgehen durch die Abbildang auf die Gauasaehe Kngel, inso- 
fern die Differentiale der Cartesischen Coordinaten zuerst durch sphärische 
Coordinaten, dann durch allgemeine Parameter dargestellt werden. Die 
Integrabilitätsbedingungen fUr die gefundenen Ausdrucke liefern die gesuch- 
ten Formeln, und zwar sofort in der richtigen Anzahl. 

Weun es sich nur darum handelt, die beiden Fundamentalgleichungen 
zu beweisen, welche die Ableitungen der Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung enthalten, so verfJihrt man einfach folgendermassen. Man differentiirt 
die Gleichungen (10.) nach u und v, wodurch sich für a, b, c, d die Aus- 
drticke ergeben 



(16.) 



. diu 



du du* ' 

ex d'x 



. dL 
*= ö^- 



dX d*x 
dv du* ' 

dX d*x 



c = 



dN 



du dudo 
dX d*x 



_ dM _ 

dt dv dudt 



, dN 
^--di- 



dX d*x 



dv dv* 



du du de* ' 

Wendet man die Weingartenschen Formeln (11.) an und führt die bekannten 

dx d*!l! 

Gat»«schen Grössen SS-^-^-j- = m etc. ein [Disqu. art. 11, (4.) bis (9.)], 
so wird 

« = ^—TTr ('?«»+*»), 



(17.) 



6 = 



du 

dL 

de 



^(ri'm +9'n) = ^-^iv m'+9n'), 






Die gesuchten Relationen werden nun unmittelbar aus der zweiten und 
dritten Gleichung erhalten, wenn man für ??, d, ??', &' ihre Werthe (12.) 
setzt und berücksichtigt, dass m, n^ m!, »', m", «" sich durch die Ableitungen 
der Fundamentalgrössen erster Ordnung ausdrücken lassen. 



4. 

Die von einem Kreise superosculirten Normalschnitte sind zuerst in 
einer Abhandlung von de la Gournerie [Liouf)iUe& Journal, T. 20 (1855), p. 145] 
bestimmt worden. Eine directe Transformation der dort angegebenen Resultate, 
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welche auf der Voraussetzung a^/'C^, y) beruhen, würde weitläufig sein; 
es ist daher die Entwickelung von vornherein der Gaussschen Flächen- 
darstellung gemäss zu modificiren. Zur Abkürzung sei 

du dv 

= (T. — r- = T 



ds ' ds 

gesetzt, sodass nach (8.) ist 

~ = La'+2MoT+Nr\ 

Soll der durch -^ bestimmte Normalschnitt mit seinem Krümmungskreise 
eine Berührung höherer Ordnung haben, so muss 

d-= a'dL+2aTdM+r'dN+2[Lada+M(adT+Tdo)+NrdT] = 

V 

sein, wo die Differentiale so zu nehmen sind, dass sie einem Fortschreiten 
auf ebendemselben Normalschnitt entsprechen. Hiernach ist 

(18.) dL = (^ o+ -^-T)d8, . . ., 
und da^ dr sind aus den Gleichungen 

^^ri\ dx dx , dx du dy , du dz dz , ö» 

durch Differentiation zu berechnen. Nun stellen die linken Seiten der 
letzteren die Richtungscosinus der Tangente des betrachteten Schnittes dar, 
und ihre Differentiale sind nach den Frenet^chen Formeln für irgend eine 
Curve gleich den Richtungscosinus der Hauptnormale, multiplicirt mit dem 

Contingenz Winkel de. Im vorliegenden Fall fällt die Hauptnormale mit 

ds 
der Flächennormale zusammen. Ersetzt man noch de durch — , so folgt 

/OA \ j ^"^ V ds , dy ^ ds , dz „ ds 

(20.) d—r-=^X — , d-f* = Y — , d-r = Z — . 
^ ^ ds Q ds Q ds (> 

Durch Differentiation von (19.) ergiebt sich jetzt 



(21.) 



^ da^-^—dr = ( A )ds, 

du oo ^ () ^ ' 



^"+^<'^ = C-f-^")*. 



du du ^ Q 
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WO 

gesetzt ist, and Ä, A" aus A darch Vertauschnng von a; mit y und » her- 
vorgehen. Die weitere Rechnung liefert 






und mit Benntzung von (12.) und (11.): 

dx 



Lda+Mdt = ds2A 
Mda+Ndx = d»SA 



du ' 

ax 



Substitnirt man diese Werthe, sowie die von dL, dM, dN in d — , nimmt für 
A, Ä, A" ihre Aasdrücke, und setzt: 



(22.) 



dL I .-> y dX d^x ^ j dL gy^ dX d*x __ • 



80 kommt: 



Hierin werde noch 

(23.) L, = P, L,+2M, = SQ, N,+2IH2 = 3R, iV, = S 

gesetzt, wo P, Q, R, S als Fundamentalgrössen dritter Ordnung bezeichnet 
werden sollen; dann wird schliesslich 

(24.) ds^d— = Pdu'+SQdn'dv + nRdudv^+Sdv' = H, 

und die NuUsetznng von U liefert fUr jeden Flächenpunkt einen oder drei 
reelle Normalschnitte, welche von ihrem Krttmmungskreise superosculirt 
werden. — Für u = x, f? = y geht die entstehende Gleichung in diejenige 
über, welche de la Gournerie a. a. 0. gegeben hat. 
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Für P, Q, R, S lassen sich andere Ausdrücke aufstellen, wenn man 
entweder die durch (lö.) definirten Grössen a, b, c, d benutzt oder die 
Ableitungen von X, Y, Z wieder durch die Ableitungen der Coordinaten 
ersetzt und die Gauss^chen Zeichen m, ... n" einführt. Im ersten Fall wird 

P = B^-2a, 



im zweiten: 



(25.) 



Q = 



du 

dL 



do 



+2^-26, 



R = |^+2^-2c, 



du 



dt 



S = S^-2d, 



(26.) 






R = 



de 

dN 

du 



+ -;-T('}'fn'+»'n'), 



s = 4f-+-^(V'»"+^'»")- 



Die letzteren Formeln geben die Darstellong der Fundameutalgrössen dritter 
Ordnang dnrch die der ersten nnd zweiten Ordnung nnd ihre Ableitungen. 



5. 

Bei vielen fläcbentheoretischeu Untersncbangen ist es vortheilhaft, 
an Stelle der Grössen i», . . . «" die Verbindungen J, , ... J'i zu verwenden, 
welcbe durcb die Gleichungen 



(27.) 



oder 



^-~(Gm -Fn ) - J,, ~ (ßn-Fm) = J„ 



~(Gm'-Fn') = J[, 



• • • 



(28.) 



iEJ, 



-\-FJt = m, FJt ^GJ2 = n, 



5* 
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definirt werden. Führt mau sie in (26.) ein und benutzt diese Gleichungen, 
sowie die beiden in (17.) enthaltenen Relationen zur Berechnung der Ab» 
leitungen von L, M, N, so ergiebt sich: 



(29.) 



3M 



^= Q+ U\ -t- M{J',+J,) + NJ, , 



dM 



-qI = fi+ u':-\-M{j:;-\-j[yv nj',, 



-l^ = ß+20>fj;4-iVJO, l^- = S+2(MJ['+Nj;'). 

Bei dieser Schreibweise erkennt man, dass die Grössen P, Q^ fl, S 
durch eine , zuerst von Herrn Chrißtoffel (dieses Journal Bd. 70, p. 57) an- 
gegebene Operation erhalten werden, wenn man dieselbe, in einer unmittelbar 
ersichtlichen Weise, auf ein simultanes System zweier Diiferentialförmen 
ausdehnt. Hieraus ergiebt sich ferner die V^erallgemeinerung jener Aus- 
drücke für den Fall, dass man es mit quadratischen Diflferentialformen von 
mehr als zwei Variablen zu thun hat. 

Von Interesse sind noch die Beziehungen von P, ... S zu den vier 
Ableitungen der Invarianten H und K. Man hat: 



rp2 



dB 

dv 
r,dK_ 
du 

■ndK^ 
dv 



= Ni^-2]ui^+L^-2KTXJ,+J!,), 



N 



du 

dL 



du 



du 

dS 



„ — 2/W-5- + L ^ 

de dv de 



2Kr(j[+j"). 



Substituirt man in diese Gleichungen die Werthe (29.), so treten, wie man 
sogleich bemerkt, beträchtliche Keductionen ein, und die gesuchten Relationen 
ergeben sich in der bemerkenswerthen Form: 

GP-2FQ+ER = T 



(30.) 



»dB 



GQ-2FR+ES = r 



NP-2MQ+LR = r 



du » 
dB 

dv ' 

dK 



NQ-2MR+LS = T 



du ' 

^ dK 
dv ' 
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6. 

Vom Standpunkte der Formentheorie kann man nacli der ilächen- 
theoretischeu Bedeutung der quadratischen Covariante der kubischen Form 
H fragen. Ihre Bedeutung in der Geometrie der Strahlbüschel oder Ebenen- 
btischel ist bekannt: die Covariante liefert, gleich Null gesetzt, die Doppel- 
elemente der Involution, deren Grundelemente durch Nullsetzung von H 
gegeben werden. Sind die letzteren alle drei reell, so sind die Doppel- 
elemente imaginär; sie sind reell, wenn nur eines jener drei Elemente 
reell ist. 

Zu dem gesuchten flächentheoretischen Ausdruck gelangt man am 
einfachsten, wenn man das Product der Diiferentiale der Hauptkrlimmungen 
als eine quadratische Differentialform darstellt und deren Coefficienten als 
Functionen der Fundamentalgrössen berechnet. Zunächst ergiebt sich ans 
der Bestimmungsgleichung der Hauptkrlimmungen 

(31.) (W^4:K)d- d— - -dK+HdHdK-KdH\ 
Hierin ist noch 

dK = -7c— rfM+ - A- dt}. dH = "5 - du-\- ,.— dv 

du OD ^ du ov 

ZU setzen, um die Differentialform zu erhalten, welche, gleich Null gesetzt^ 
die Linien constanter Hauptkrümmungsradien liefert. Die Berechnung der 
Coefficienten ergiebt nun: 

dK\' „dK dH ..rdll^'' 



(32^) 



yd^)-^"~di^ du-'^Vdu) 



= 4|[r/^+(^"^)^-^Är+[(d'-^/)^+4.9V](PÄ-P0!, 



und durch Vertauschung von u mit r, bei welcher die beiden Grössenreihen 

&\ ri\ S, R 
in einander übergehen: 

"y-dTJ-^^-^^^-'^Vd^) 



(32^) 



do / 9t? 9ü V dt 
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Endlich ist: 



(32'.) 



-2 



dK dK 
du do 



,„CdK dB dH dl{\ „^ 



dH dH 

du dt 



+[(»'-t)y+A,9Ti'](FS-QR)\. 



Werden diese Werthe in (31.) eingesetzt und die Gleichung: 



(9'-Tiy+49rj' = T\W-^K) 



berücksichtigt, so folgt: 



(33.) 






= ~\{ri'PH»'-n)Q-»R]du^-\riQ+(»'-v)n-dS\dt>\' 

+l,-(lP-iK)[(PR-Q^du'+(PS-QR)dudv-\-(QS-R')dv']. 



7. 
Um die quadratische Covariante 

(34.) V = -^[(PR-Q')du'+(PS-QR)dudT>+(QS-R^)dv'] 

durch geometrisch definirte Grössen und ihre Differentiale auszudrücken, 
hat man vermöge der letzteren Gleichung nur den Werth der linearen, 
simultanen Covariante von A, B und H: 

(35.) U = ~^\[Ti'P+(&'-ri)Q-SR]du+[ffQ + (^'-ti)R-.9S]dv\ 
aufzusuchen. Nun ist nach (24.), (30.), (35.): 



(36.) 



(Pdu+Qdf})du'+2(Qdu-\-Rdv)d«df} +iRdu+Sdv)dv^ = ds'd—, 

(Pdu-\-Qdv)G -2(Qdu+Rdf))F +(Rdu-\-Sdv)E = TdH, 
(Pdu+Qdv)N -2(Qdu+Rdv)M +(Rdu+Sdv)L = VdK, 
(Pdu+Qdv)T]' + (Qdu+Rdv)(»'-ri)-(Rdu+Sdv)» = Tu. 

Eliminirt man ans diesen Gleichungen die Grössen Pdu+Qdv, Qdu+Rdv, 
Rdu-\-Sdv, so ergiebt sich eine Bestimmung für U. Bei der Entwickelang 
der entstehenden Determinante nach den Elementen der letzten Colonne 
werden die Formeln 
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i2Fa-E(9'-r]) - T'(HE-2L), 
(37.) I Eti + G» = rCHF-2M), 

\2Fr]'+G(9'-Tj) = r(HG-2N), 
2Ma-L(9'-t}) = r(-HL+2KE), 
(38.) • Ltj'+N» = r(-HM+2KF), 

.2Mri'+N(if'-r,) = r(~HN+2KG), 

sowie die Gleichungen (3.), (8.) and (13.) gebraucht; dann ergiebt sich 

(H'-4:K)ds'd—+(2K-—)d»'dH-(H-—)ds'dK+2rü = 0. 
Setzt man noch 



= r. 



1 



= r 



1 



u 



= r 



2> 



(39.) 



also 

and sabstituirt den Werth von U, mit Benatzang von (14.), in die Glei- 
chung (33.): 

(r,-r,yY = (r,-r,ydr,dr,-lP, 

so folgt die gesuchte Formel: 

y = iö^ -.Xr-r.) |4(r.-r)(r-r,)rfr.rfr. 

-[(r-r,)rfr,+(r,-r)rfr,+(r,-r,)d>-r|- 
Ea bedarf kaum der Erwähnung, dass derselbe Werth auch auf directem 
Wege hätte erhalten werden können, nämlich durch Zusammenstellung der 
drei ersten Gleichungen (36.) mit dem Ausdruck der Covariante 

Pdtt+Qdv, Qdu+Rdv 
Qdu+Rdv, Rdu+Sdv 

Bemerkt sei noch, dass auf den Weingartenschen Flächen die Curven F = 
gegen die Krttmmnngslinien gleich geneigt sind. Denn fUr 



V = 



dB dK dK dH 



= 



du dv du dv 
folgt aus (30.): 

2i]'(PR-Q^+(»'-t]XPS-QR)-29(QS-R'^ = 0. 

Dies ist aber, in Verbindung mit der Orthogonalität der Krttmmungslinien, 

die Bedingung dafür, dass die letzteren die Winkel der in Rede stehenden 

Curven halbiren. 

Berlin, Juli 1887. 
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lieber die Bedingung für die Isometrie der 

Krümmungseurven. 

ön Herrn J. Knoblauch,) 



JJer analytische Ausdruck für die Eigenschaft einer Fläche, durch 
ihre Krlimmungslinien in unendlich kleine Quadrate getheilt zu werden, ist 
bekanntlich von Herrn Weingarten in Form einer Integrabilitätsbedingung 
gegeben worden*). Die Frage, ob eine Fläche, deren Gleichungen man 
kennt, jene Eigenschaft besitze, ist hiernach als gelöst zu betrachten, insofern 
ihre Entscheidung nur von Differentiationen abhängt. Vom geometrischen 
Gesichtspunkte aus kann man jedoch noch nach der Bedeutung derjenigen 
linearen Differentialform fragen, welche der Bedingung der Integrabilität 
zu genügen hat. Herr Weingarten selbst hat für den von ihm gefundenen 
Werth eine geometrische Darstellung geliefert **). Doch kommen in dieser 
noch Grössen vor, welche von dem gewählten Axensystem abhängen, 
während es, der Natur des betrachteten Ausdrucks gemäss, möglich sein 
muss, ihn so umzuwandeln, dass er von derartigen Grössen auch äusserlich 
frei ist. Zu einer Transformation, welche dieser Forderung genügt, gelangt 
man in folgender Weise. 

Es seien E^ F, G, m, . . . n" die bekannten Gamsscheu Grössen, 

T=)fEG — F^ (die Quadratwurzel positiv genommen), •/,, J2, ... die Ver- 
bindungen 

^ jT (G w — Fn) , -^^ (En— Fm) , . . . , 

L, M, N die durch T dividirten Gauss^chen Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung. Der Weingarten^che Differentialausdruck ist 

(1.) n = -^.;^j^|[e„eXw)+e,2ß«(t?)]fi^M+[^r>eXfi)+e5^e„(f?)]rff?|, 

*) Festschrift der Kgl. Technischen Hochschule zu Berlin, 1884. 
**) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1883. 
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worin H und K die Summe und das Prodnet der HauptkrUmmungen , die 
Grössen Ci^ die Coefficienten derjenigen quadratischen Diflferentialform F 
bedeuten, welche, gleich Null gesetzt, die Krümmungscurven liefert. Wählt 
man diejenigen Bezeichnungen, welche in der vorhergehenden Abhandlung*) 
angewandt worden sind, so ist zu setzen: 



(2.) 



^11 — sr — 



FL- EM 
T 



e -^- 



FN—GM 



^a — ~j m — — 7 



22 — m 

GL-EN 



(3.) 






y-rj 



de 









Bei Ausfuhrung der Differentiationen ist es zweckmässig, die a. a. 0. 
definirten Grössen P, Q, R^ S einzuführen, deren Zusammenhang mit den 
Ableitungen von L, M^ N durch die Gleichungen 



(4.) 



P = 



ÖL 



^-2(LJ,+MJ,). 



Q = ^-2{LJ[+MA) = ^-(LJ[J^MJ',)-{MJ,^NJ,) 



nnd die analogen vermittelt wird. Man erhält dann 



du 



dv ~ T 

Setzt man diese Werthe in (3.) ein, benutzt die Formel (a. a. 0. (30.)) 

dB 



GQ-2FR+ES = T 



dt 



und beachtet endlich, dass e^Cv) &us e„(«) durch Vertauschung von o mit « 
und Aendernng des Vorzeichens hervorgeht, so folgt: 



(5.) 



. . \ dH , . \ du 



2T dt ' 



2T ö« 



*) Seite 25 dieses Bandes. 
Jonmal fär Mathematik Bd. CHI. Heft 1. 
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mithin 



(6.) 






Bei dieser Schreibweise erscheint die Grösse in der Klammer als die, in 
Bezug auf die Differentiale du, dv genommene Functionaldeterminante 
D(r, dH) der quadratischen Form 

und der linearen Form 

dH = -pj— du-^-^ df). 

An Stelle der Functionaldeterminante kann ein Doppelverhältniss eingeführt 

werden. Bezeichnen nämlich ^i und I2 die beiden Werthe von -r- , welche 

den Haupttangenten in einem gegebenen Flächenpunkte entsprechen, bezieht 
sich ferner der Werth ,a auf die Tangente der, durch denselben Punkt 
gehenden Linie Ä=const., l auf eine beliebige Tangente, und ist n das 
Doppelverhältniss der vier Strahlen (die beiden letzteren einander zugeordnet), 
so hat man 

1-1, (A,-A,X^-A) 

Werden hierin für l^ und A^ die aus F = folgenden Werthe gesetzt, 
dH 

/i = — g^ genommen, und mit dH das Increment von H bezeichnet, welches 

einem Fortgange in der beliebig gewählten Richtung entspricht, so ergiebt sich 

n\ ^+'' = D{r,dH) 
^ '^ 1-» ±Tdaiü^-AK 

Die Differentialform, auf deren Integrabilität es ankommt, hat hiemach den 
Ausdruck 

(8.) 1±!L_JL_. 
Derselbe verliert seine Bedeutung für » = 1 , eine Gleichung, welche ver- 
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möge (7.) und wegen T>0, ff^— 4Ä'>0 nur dann stattfinden kann, wenn 
für die ganze Oberfläche 

H = const. 

ist Von den Flächen constanter mittlerer Krümmung (nebst den Minimal- 
flächen) ist aber bekannt (und aus der Gleichung (6.) von neuem zu 
schliessen), dass sie der betrachteten Klasse angehören. Man beweist ohne 
Schwierigkeit, dass ausser den Rotationsflächen die von constanter mittlerer 
Krümmung die einzigen Weingartemchen Flächen sind, für welche die 
KiUmmnngslinien ein System isometrischer Curven bilden. 

Logau, August 1887. 
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Anwendung der Abehchen Functionen auf ein Problem 
der Statik biegsamer, unausdehnbarer Flächen. 

(Von Herrn Fritz Kotier.) 



Uurch Abhandlungen der Herren Lecomu *) und Beltrami **) ist in 
neuerer Zeit die Bearbeitung einer Frage in Angriff genommen, welche in 
naher Beziehung zu dem Kettenlinienproblem steht; es wird in den erwähn- 
ten Schriften untersucht, unter welchen Umständen ein aus einem biegsamen 
unausdehnbaren Material gefertigtes Stück einer gegebenen Fläche, auf wel- 
ches gegebene Kräfte wirken, sich im Gleichgewicht befindet. 

Es ergeben sich bei dieser Untersuchung ftlr die drei Componenten 
der auf ein Element wirkenden Kräfte Ausdrücke, in welchen neben den 
Gestaltungs- und Lageelementen der zu untersuchenden Fläche drei Grössen 
auftreten, von denen die anderweitig nicht bestimmten Componenten der 
Spannung abhängen; neben diesen ftlr jeden Punkt der Fläche geltenden 
Gleichungen erhält man drei Gleichungen für jeden Punkt des Randes, durch 
welche die auf den letzteren wirkenden Kräfte bestimmt werden. Aus diesen 
Relationen haben die Herren Lecomu und Bellrami eine grosse Reihe inter- 
essanter Gesetze abgeleitet, welche sich auf specielle Gattungen von Flächen 
und Kraftsystemen beziehen. 

Die erwähnten Gleichungen bilden den natürlichen Ausgangspunkt 
für die Beantwortung einer Frage, welche das eigentliche Analogon zu dem 
Kettenlinienproblem bildet, nämlich der Frage: In welche Lage muss 
ein gegebenes Stück einer biegsamen unausdehnbaren Fläche gebracht 
werden, damit es unter Einfluss gegebener Kräfte im Gleichgewicht sei? 

Nur gelegentlich wird diese Frage von Herrn Lecomu auf Seite 61 
und 74 seiner Abhandlung gestreift. In der That dürfte der Versuch einer 

9 

*) Journal de l'Ecole Polytechn. Tome XXIX, Cah. XLVIII. 
**) Mem. deir Accaderaia tielle Scienze delF Istituto di Bologna. Serie IV, Tome III. 
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allgemeinen Lösung des in Frage stehenden Problems bei dem jetzigen Stande 
der Mathematik ziemlich aussichtslos sein. Für einen speciellen Fall hat 
der Verfasser der vorliegenden Abhandlung, ohne die erwähnten Schriften 
zu kennen, die Lösung der Aufgabe in Angriff genommen, indem er folgen- 
des Problem einer näheren Betrachtung unterzog*). 

Es ist ein aus einem biegsamen, unausdehnbaren, homogenen Ma- 
terial gefertigtes Stück einer Ebene gegeben, welches von zwei geraden 
Strecken AB und CD und zwei deren Endpunkte verbindenden krummen 
Linien AC und BD begrenzt ist. Mit den begrenzenden Geraden wird dieses 
Gebilde, welches wir der Kürze halber Tuch nennen, in zwei Geraden JIB 
und rj befestigt. Von all den Lagen, in welche das Gebilde dann noch 
gebracht werden kann, soll diejenige bestimmt werden, in welcher es unter 
Einfluss der Schwere unveränderlich verharren kann. 

Aus der Bedingung der Biegsamkeit und Unausdehnbarkeit folgt, 
dass das gesuchte Gleichgewichtsgebilde ein Stück einer abwickelbaren 
Fläche ist, d. h. des geometrischen Ortes der Geraden, welche eine gewisse 
Curve doppelter Krümmung berühren. Durch zwei auf einander folgende 
erzeugende Gerade dieser Fläche wird nun aus dem Flächenstück ein 
Elementarstreifen ausgeschnitten, welcher einen gewissen Schwerpunkt haben 
wird; der Ort desselben soll die Schwerpunktscurve des fraglichen Flächen- 
Stückes heissen. Ueber diese Curve denken wir uns einen biegsamen un- 
ausdehnbaren Faden gespannt und in den auf AB resp. FJ liegenden Enden 
der Schwerpunktscurve befestigt; die in einem Element ds dieses Fadens 
vereinigte Masse soll gleich derjenigen des zugehörigen Flächenstreifens 
sein. Diesen Faden nennen wir den zugeordneten Schwerpunktsfaden des 
betreffenden Flächenstückes. Das Kriterium der Gleichgewichtslage des 
gegebenen Gebildes ist nun die Eigenschaft, dass ihre Schwerpunktscurve 
eine Gleichgewichtslage des zugeordneten Schwerpunktsfadens ist. Aus diesem 
Theorem ergiebt sich zunächst für die ebene Curve, in welche die Grat- 
curve der gesuchten Fläche bei der Abwickelung übergeht, eine Differential- 
gleichung, nach deren Integration man die Grat curve und damit die ge- 
suchte Fläche selbst ohne weiteres erhält. Der angegebene Satz ist nicht 
so selbstverständlich, als man vielleicht aus dem Umstände zu schliessen 



*) Ueber das Gleichgewicht biegsamer unausdehnbarer Flächen. Diss. Halle 1883. 
Commissionsverlag von Mayer & Müller, Berlin. 
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geneigt wäre, dass der Schwerpunkt eines abwickelbaren FlächenstUckes 
und seines über die Schwerpunktscurve gespannten Schwerpnnktsfadens zu- 
sammenfallen müssen, da nur denjenigen Lagen des gegebenen Gebildes 
derselbe Schwerpunktsfaden zugehört, deren Gratcurve bei der Abwickelung 
auf ABCD in dieselbe ebene Curve übergeht; es handelt sich also nicht 
um einen einzelnen, sondern um unendlich viele Fäden. 

Das Gesagte erleidet eine Ausnahme, wenn, wie im Folgenden an- 
genommen werden soll, die beiden Punkte A und C in einen Punkt 
zusammenfallen; dann müssen selbstverständlich die Punkte A und I' in 
einem Punkte 0' vereinigt sein. Die gesuchte abwickelbare Fläche wird 
eine Kegelfläche, deren Erzeugende bei der Abwickelung auf BOD in ge- 
rade Linien übergehen, welche sich im Punkte schneiden. Hier geht 
also die Schwerpunktscurve jeder beliebigen Lage in eine ganz bestimmte 
«bene Curve über, und es giebt nur einen einzigen Schwerpunktsfaden. 
Spannen wir nun nach einander diesen Faden über die Schwerpunktscurven 
verschiedener möglicher Lagen des Gebildes, so behält ein bestimmter Punkt 
des Fadens stets eine bestimmte Entfernung vom Punkte 0'; das oben er- 
wähnte Theorem ist dann dahin zu modificiren: 

dass die Schwerpunktscurve einer Gleichgewichtslage identisch ist 
mit derjenigen Gleichgewichtslage des Schwerpunktsfadens, welche sich 
ergiebt, wenn jeder Punkt des letzteren gezwungen ist, auf einer bestimmten 
um 0' beschriebenen Kugel zu bleiben, deren Radius — abgesehen von dem 
Falle, dass die Curve BD ein Kreis ist — von Punkt zu Punkt variirt. 

P^s seien jetzt v^i, v^i w"d ip die Cosinus der Winkel, welche eine 
der Erzeugenden der gesuchten Kegelfläche mit den Axen eines recht- 
winkligen Coordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt 0' ist, und <p 
sei der Winkel, welchen die entsprechende Gerade in der Ebene mit der 
Abscissenaxe eines Coordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt in O 
liegt; dann haben zwei entsprechende Punkte die Coordinaten 

und 

X = (fCOQcPf y = Qsincp, 

wobei p die Entfernung der fraglichen Punkte von 0' und bezeichnet. 
Die Grössen v^i, V'2 und iff sind Functionen von (f, welche den Gleichungen 

(1«.) rp]+tpl+ip' - 1 
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und 

genügen. Für eine Gleichgewichtslage ist dann, vorausgesetzt dass die 
^-Axe die Richtung der Schwere hat, 

dabei ist A eine vorläufig noch unbekannte Constante; Qi ist der zu cp 
gehörende Radiusvector der Curve BD, also eine gegebene Function dieser 
Grösse; ferner ist 

rpi = )^l^V/\^ost?, ip2 = 1^1— V^sin^, 
wenn 



äff " 1— i^^ 

ist 

Was nun die Integration der Differentialgleichung (2.) betriflft, so ist 
dieselbe bekanntlich, da es sich hier um ein Problem der Variationsrechnung 
handelt, auf eine blosse Quadratur zurlickgeführt, sobald ein Integral der- 
selben 

(3.) F(v/', % ip) = C 

bekannt ist. Der integrirende Factor der noch zu lösenden Differential- 
gleichung : 

dip^-yj'dq) = 0, 

wo rp' aus (3.) als Function von yj und tp zu berechnen ist, ergiebt sich 

f^F 

dann als ein Ausdruck von der Form M: g^-, , in welchem M durch die 
Gleichung bestimmt ist: 

M d(p diff' A ^ ^'- ^ ^ ' 

welche, wenn rechts -^ dnrch seinen Werth aus der Gleicbnng (2.) ersetzt 

wird, übergeht in: 

1 dM 

n d<f 

es darf also 






n = -, "^ 
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gesetzt werden. Nach Auffindung des durch (3.) gegebenen ersten Integrals 
ist demnach nur noch das vollständige Differential 

(4.) ä^yyär, ^ ^ 

zu integriren, wenn wir zur Lösung der Differentialgleichung (2.) gelangen 
wollen. 

In meiner oben erwähnten Dissertation habe ich die Differential- 
gleichung (2.) für zwei ganz specielle Fälle integrirt, nämlich für den Fall 
eines Kreises mit dem Mittelpunkt© und flir den Fall einer geraden Linie ; 
beide fuhren auf elliptische Functionen, und zwar lassen sich in ihnen die 
Coordinaten der Randpunkte durch Thetafunctionen eines Argumentes dar- 
stellen, welches durch die Gleichung 

(5.) du = |t>Kl-V^')rf^ 
bis auf eine additive Constante bestimmt ist; geometrisch kann man u 
definiren als die Projection auf eine horizontale Ebene desjenigen Stückes 
der gesuchten Gleichgewichtsfläche, welches zwischen einer festen und einer 
beweglichen Erzeugenden liegt. 

Im Folgenden soll die Differentialgleichung (2.) integrirt werden 
für den Fall eines beliebigen Kegelschnittes mit dem Centrum 0^ also für 
einen Fall, welcher die bisher untersuchten speciellen Fälle umschliesst; 
wir werden sehen, dass sich auch in dem allgemeineren Falle die Rand- 
coordinaten in einfacher Weise durch den vorerwähnten Parameter u dar- 
stellen lassen. 

In den beiden erwähnten speciellen Fällen ergab sich das erste 
Integral der Differentialgleichung (2.) sehr leicht in Folge des Umstandes, 
dass sich eine Function U der Grössen tp und tp bestimmen liess, deren 

mit — j- multiplicirte totale Ableitung nach (p die linke Seite der Gleichung 

(2.) in den vollständigen Differentialquotienten einer Function V von tp', 
ip und (f verwandelte, wenn sie derselben als Factor hinzugefügt wurde; 
damit war dann unmittelbar das erste Integral geliefert. Leider sind die 
genannten Fälle die einzigen, in welchen das angedeutete Verfahren sich 
anwenden lässt, und daher sind wir gezwungen zur Lösung des allgemeineren 
Problems einen anderen Weg einzuschlagen. 

Wir fuhren an Stelle der unabhängigen Veränderlichen eine Grösse 
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f ein, welche der Gleichung 

(6.) df = Q[dcp 

genügt und für ein gewisses (p einen beliebigen vorgeschriebenen Werth 
annimmt; da p, eine gegebene Function von (p ist, kann es auch als eine 
gegebene Function von f betrachtet werden ; als abhängige Veränderliche 
führen wir 

Ü 



ein.' Dann ist 

(8.) 
und 



(7.) V = -p- 



dt iAxpXxp^xp'*) gy 



d^ _ 1^ y/^ tp' dg^ 

dr "" e. fÄ^ \'A df ' 

oder, wenn die Gleichungen (2.), (7.) und (8.) benutzt werden: 

^^•^ rff> Q, df • df "«> ^Aq, ' 

Eliminirt man nun aus (7.), (8.) und (9.) die Grössen yj und tp\ so erhält 
man folgende Differentialgleichung: 

(10.) PM-rfp---^-jy-lf/--- cH +{-äfJ "^ + 1^ = T- 

Statt direct ein Integral der Gleichung (10.) zu suchen, betrachten wir 
die Differentialgleichung dritter Ordnung, welche wir erhalten, indem wir 
den vorstehenden Ausdruck differentiiren. Erstens machen wir uns dadurch 
von dem Werth der Constanten A unabhängig, zweitens lässt sich die 
linke Seite der Gleichung (9.) als Factor absondern; da nun der letzt- 
genannte Ausdruck, abgesehen von dem nicht in Betracht zu ziehenden 
Fall, dass die Gleichgewichtslage in einer horizontalen Ebene besteht, nicht 
identisch verschwinden kann, so erhalten wir die folgende einfache Diffe- 
rentialgleichung : 

Nach unserer Voraussetzung sollte nun die Curve BD ein Kegelschnitt 
sein, dessen Mittelpunkt in liegt; bei passender Wahl des Coordinaten- 

Jonrna] für Mathematik Bd. CHI. Heft 1. 7 
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Systems in der x^- Ebene kann also 

(12.) -Y = *^ = xcos^y+>L8in^y 

gesetzt werden, wo % und l constante Grössen bezeichnen. DifTerentiiren 
wir Gleichung (12.) nach (p und qnadriren dann, so ergiebt sich 

(13.) *'*'' = ~(i?^-;f)(0^-;i), 
oder nach Einführung von pi und f 

(14.) (^y = _^+(;,4-i)_;,Ap?, 

und nach nochmaliger Differentiation 

(15.) ^ = +jr-y-^9. 

Die allgemeingültige Differentialgleichung (11.) geht also in dem speciellen 
Falle eines Kegelschnittes mit dem Mittelpunkt über in: 

Ein von (10.) verschiedenes Integral dieser Gleichung ist unmittelbar zu 
finden; multipliciren wir nämlich mit 2v, so erhalten wir eine Gleichung, 
deren linke Seite folgendermassen als totaler Differentialquotient geschrieben 
werden kann: 

und damit das folgende Integral von (11".): 

(16.) 2.^-(p+.,ri^-3^ = C. 

Indem man nun für f> und seine Ableitungen nach f die durch die Gleichungen 
(7.) — (9.) gelieferten Werthe einsetzt, erhält man in dem hier behandelten 
speciellen Falle das folgende Integral für die Differentialgleichung (2.): 



(3-.) F(v;', v/, if) = ^^., - 2A -J^^+J^l- - 



1-V>* 



= C = CA. 



Die Gleichung (4.) giebt, wenn der vorstehende Ausdruck für F(y/', v, <f) 
benutzt wird, das zweite Integral der Gleichung (2.) und damit V' als Func- 
tion von (p; die Bestimmung von & aus der Gleichung 



1 -V;' ^ 
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erfordert dann nur noch eine Qnadratar. Statt nun aber die Function ^ß 
von (p in den vorstehenden Aasdruck einzusetzen und dann zu integriren, 
wollen wir denselben zunächst in das vollständige Differential einer Function 
von tp und (p verwandeln und dann erst die Quadratur ausführen. Es 
sei 

Udtp+Vdyj 

die gesuchte Darstellung von d9 als vollständiges Differential, sodass also 
die Identität gilt: 

Vi— V*— t//'* , ^ difß—tp'd(p 



Udcp+Vd^ = ^ l"^r d(p+Q 



dF 



dtp 



rI^(l-V-V'*)' 



in welcher Q eine gewisse Function von ip und (p ist Dieselbe genügt, 
da ihr Coefficient ein vollständiges Differential ist, der Bedingung: 

dif "" difß^^^dip^ dtp' dtp J dtp' ^^^ ^ "^ ) ' 

in welcher / zur Abkürzung für - — ^^ ^ geschrieben ist. 
Ans derselben folgt 

d<p Vöv dtf>' dy>' ö^^^ V^ V ; 

Das letzte Glied in der Klammer des rechts stehenden Ausdrucks transformiren 
wir nun, indem wir für —.- den Werth 

A 

]Xi'-tp^-\p'y 

einsetzen, welcher sich aus Gleichung (1.) ergiebt; dadurch erhalten wir 
folgende Gleichung: 

Bezeichnen wir die Function von \p und y, deren Differential auf der linken 
Seite der Gleichung (4.) steht, mit to, so können wir demnach d& in fol- 

7» 
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gen der Weise als vollständiges Differential schreiben: 

(17.) d» = ^l^^^^dip+~^^-,(Axk-v,Hr^V^~')dio. 

Es handelt sich jetzt daram, den Inhalt der Gleichung (3^) 

dw = 

zu deuten, d. h. zusammengehörige Werthepaare (ip, cp) als einfache Func- 
tionen eines Parameters darzustellen. Wir werden sehen, dass sich diese 
Darstellung besonders einfach gestaltet, wenn wir diejenige Grösse zu Grunde 
legen, welche sich in den beiden vorerwähnten speciellen Fällen fast von 
selbst darbot, d. h. die Grösse, welche der Differentialgleichung 

2du = Q[(l'-'f)d» = Q\il^^^'d(p 

genügt und für ein specielles cp einen beliebigen vorgegebenen Werth an- 
nimmt. Zunächst werden wir 2du als vollständiges Differential einer Func- 
tion von xp und tp darstellen; wir erreichen das, wenn wir 



2du = (f\H-'ip'-Vj'''d(p+Q'do} 
setzen und dann — ähnlich wie bei d& — Q' aus der Gleichung: 

bestimmen; wir erhalten als Resultat dieser Operationen folgende Darstellung 
von 2 du in Gestalt eines vollständigen Differentials: 

(18.) 2du = pJVl^?'^^'rf(^~2^piV^>^l-V^'-V^"rfö^- 

Selbstverständlich gilt die Eigenschaft der Grösse dw und der in (17.) 
und (18.) gegebenen Ausdrücke für d& und du, vollständige Integrale zu sein, 
nur im Zusammenhang mit der Gleichung (3".), d. h. wenn man \p^ aus der 
letzteren berechnet und dann in die erwähnten Ausdrücke einsetzt. Etwas 
bequemer wird diese Operation, wenn wir dieselbe nicht direct ausführen, 
sondern statt t//' eine andere Grösse 

(19.) t ^ ^ _^- 
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einführen, welche mit v' in einem mit Rücksicht auf (3^) in gewissem 
Sinne eindeutig umkehrbaren Zusammenhange steht und welche der Glei- 
chung genügt: 

(20.) F.(0 ^. {e- ^ ^0t-^(C'+^f-^^'X(l-U>^e-A^) = 0. 

Dies ergiebt uns die Formeln: 

(21.) ,„ -^ ■^J4*:,^_2[,_2^,_^(c.+ i-?l)].,| = 0, 

ot 
(•22.) 2rf.^44f-2^^frf». 

(23.) d»= 23^rffi+23^rfü,. 

Die rechts stehenden Ausdrücke, welche sämmtlich die Form Urfy+Sßrfi^ 
haben, wo U und 9S rationale Functionen von ^y ^\ yj und / bezeichnen, 
sind vollständige Diflferentiale nicht nur für den Werth t, welcher (21.) zum 
Verschwinden bringt, sondern für jede Wurzel der Gleichung (20.). Diesem 
Umstände entspringt eine Umformung der Ausdrücke (21.)— (23.). Es lässt 
sich nämlich jede Wurzel der Gleichung (20.) darstellen in der Form 

(24.) / = }l!^+x,+X,+X,, 

wo die Quadrate der Grössen (X,) das Wurzelsystem der Gleichung dritten 
Grades 



(25.) 



sind, während sie selbst der beschränkenden Bedingung unterworfen sind: 

(26.) jf.xx. = **>^:Ä. 

Mit Rücksicht hierauf lässt sich jeder Ausdruck, welcher die Eigenschaft 
der Grössen U und SS hat, auf die Form bringen 

MR + :SX,R(Xf) 0=1,2,3), 

wo die Function R rational von ip, ^ und ^' und die Functionen Ä(-y?) 
ausserdem noch rational von X'f abhängen. Die Differentiale gehen über 
in die Form: 

R,d^+R,d(p+2X,(R,(iXf)difj+R2(iXr)d(p). 
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Die Aenderung, welche in diesem Ansdrack hervorgerufen wird, wenn man 
an Stelle der Grösse /, die den Zähler des in (21.) gegebenen Ausdrucks fttr 
rfcü zum Verschwinden bringt, irgend eine andere Wurzel von (20.) wählt, 
besteht bekanntlich darin, dass zwei der Grössen Xi das entgegengesetzte 
Vorzeichen erhalten. Daraus folgt dann sofort, dass jedes der Differentiale 

R,dip+R2dip und X,(R,(X^dip+R2(Xf)d(f) 

^in vollständiges Differential sein muss. 

Nach Formel (21.) war der Coefficient von dip in da) gleich 

1 4^'i _ 1 4^t 

Ä x'a»f;(o "- A x-A'(/-g(/-O0-'3) ' 

wo <i, <2 und /j die ausser t vorhandenen Wurzeln der Gleichung (20.) be- 
zeichnen, oder wenn für t der durch Formel (24.) gegebene Ausdruck und 
flir fi, ti^ <3 die entsprechenden Ausdrtlcke gesetzt werden: 



1 *'(-^ + A-.+I,+X,) 



Erweitern wir den vorstehenden Quotienten mit 

(x,--x,xx,-^x,xx,^xo, 

so erhalten wir im Zähler die Summe zweier Ausdrücke, von denen 
der eine 

y^^^x,-X2Xx,~x,xx,-x,) 

= ^l!^\X,iX^--X^)+X,(Xi-Xi)+X,(Xi-^X^)\ 
ist, während der andere: 

<PXx,+x,+x,xx,-x,xx2-x,xx,--xo 

-iP'X,X,X,\^(X'i^Xi) + ^(Xl-X^) + ^(X',-X^)\ 
mit Rücksicht auf Formel (26.) übergeht in 

Schreibt man nun zur Abkürzung 

so erhält man für den fraglichen Coefficienten folgenden Ausdruck, in 
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•welchem sich die Snmmation auf i = 1, 2, 3 bezieht, 



24 X 






Führt man ähnliche Operationen für die fünf anderen Coefficienten aus, sa 
erhält man endlich fllr dio, du und d9^ folgende Ausdrücke: 

r9i^ da. - 1 3, xp€>^^dip^xn^x,^drp r y, ^"(i- v^')] _ ^ 

CJö.; ^rfii = -i x,F',(x?)x'V *^' 

C^y.) tf^ = -^ — xJ[ixF)^'V ~x^' 

Eine unmittelbar zu erkennende Eigenschaft der Summen auf der rechten Seite 
ist die, dass die Quotienten der zu demselben Index i gehörenden Glieder 
der Ausdrücke do), du und d& von den Differentialen dxfj und d(p völlig un- 
abhängig sind, sodass diese Quotienten sich als Functionen einer Variabein 
t>i darstellen lassen und die Differentiale die Form f(vi)dei annehmen. 

Als diejenige Variable, durch welche wir die tten Glieder in den 
obigen Ausdrücken darstellen, wählen wir die Grösse 

welche bis auf einen constanten Factor mit dem Quotienten der betreffenden 
Glieder in dio und du übereinstimmt, während man den Quotienten der ent- 
sprechenden Glieder von dd^ und du erhält, wenn man das Quadrat der 
Grösse 

(31.) w, - ^^- 

bildet. 

Berechnet man nun aus (30.) und (31.) die Grössen yj^ und Xf und 
setzt die sich ergebenden Ausdrücke in die Formel (20.) ein, so erhält 
man folgende Gleichung: 

(32.) F,(v,,w.) = A'w',x'V+(C'xXv,+v^wi+v,(v,-~x^^^^ = 0, 

in welcher, wie zu erwarten war, ^ und ^' nicht mehr vorkommen; die- 
selbe ist, wie man sieht, vom Geschlecht 3. Wir wollen zeigen, dass auf 
Differentiale von Abekchen Integralen, welche aus dieser Gleichung ent- 
springen, sich die Glieder der Summen in den Gleichungen (27.), (28.) 
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und (29.) reduciren. Zu dem Ende di£ferentiiren wir zunächst Gleichung 
(32.) und erhalten dadurch die Gleichung: 

welche nach Multiplication mit -t^vW übergeht in: 

oder 

was dann weiter auf die Gleichung führt: 

Man übersieht unmittelbar, dass nach bekannten Sätzen der Algebra bei 
der Summation nach dem Index i über die Zahlen 1, 2, 3 die rechte Seite 
gleich Null wird. Ebenso erkennt man leicht die Grössen, mit welchen 
man die vorstehende Gleichung zu multipliciren hat, damit ihre rechte Seite 
in ein Glied der rechten Seite einer der Gleichungen (27.), (28.) oder (29.) 
übergehe. Es sind die Grössen 

A X,*' V^' "xT y A Wi' 

x'X'AXi AxX yl**' . , 

99 Wi A, 

Man erhält demnach folgende vier Formeln, in welchen sich die Summation 
wieder auf die Werthe 1, 2, 3 des Index i bezieht: 

•QQ \ ^ tOjdVi __ .. Vidcj _ ^ ^ dfpj _ 2dH 

^öö,) ^ ^,^^^^^ ^ ,j - u, ^ ^, ^^^^ ^^^ - u, ^ ^,^^^^ ^^^^ - ~^^ , 

(34.) AyAS^^p^-^ - d». 

Mit Hülfe der aus (30.) und (31.) folgenden Gleichungen 

Vi = ^*— (l--v^"^)frv = 1.2.3) 

lassen sich nun die Grössen ip^ und 0' als symmetrische Functionen der 
Werthepaare t?,, w; darstellen und daher in Folge der Gleichungen (33.) 
aus dreifach unendlichen Thetareihen zusammensetzen, deren Argumente 
ganze lineare Functionen der Grösse u sind ; dasselbe gilt von i^ und daher 
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auch von den Coordinaten der zagehörigen beiden Randpunkte, d.h. von: 



_ cosy _ l^Ä--*' _ siny _ j^^'—x 



. fei — ^> 5i+ti?i — ^ 6-, $1— ij/i — ^^ e . 

Diese Darstellung lässt sich jedoch bequemer bewerkstelligen, indem man 
zeigt, dass die Logarithmen dieser Grösse sich in Summen von ^6e/schen 
Integralen verwandeln lassen, oder dass ihre logarithmischen Differentiale 
die Form annehmen: 

^ dCiR(ViWi) 

Es handelt sich um die fünf Grössen 

■^ ~ *(*'-^A) ' ]/7 ~ '*(*'-») ' X' ~ ~vi~ ""■* ^' 

oder, da d9 schon auf die erwähnte Form gebracht ist, nur um die drei 
ersten von ihnen und den reellen Theil der beiden andern, welche sämmt- 
lieh die Form haben: 

\lyjd(p+^^<^'d(p, 

wo U und SB rationale Functionen von y/^ und 0^ bezeichnen. Man er- 
kennt nun leicht, dass, wenn überhaupt eine Darstellung in der oben er- 
wähnten Form möglich ist, R(f>i, tr,) die speciellere Form «?,/i(f?„ irj) an- 
nehmen muss. Der zweite Factor dieses Ausdrucks kann nun, wenn man 
für Vi und ir? ihre Werthe aus den Formeln (30.) und (31.) einsetzt, mit Rück- 
sicht auf die Gleichung (25.) auf die Form 

gebracht werden, wo U, V, W rationale Functionen von \p^ und ^^ sind. 
Indem wir nach dem Index i summiren, verschwindet das Glied mit V voll- 
ständig, während man aus den beiden übrigen erhält 

TT__J^^y}fi . w #^ 

Sollen sich also die in Frage stehenden Ausdrücke auf die erwähnte Form 
bringen lassen, so muss es für jeden derselben eine Function V von tp und 
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^ der Beschaffenheit geben, dasa 

S^ -= — ^^ — x^tu» \'V+^v^}i'i^Xf (1-1. -».3) 

eine rationale Function von «, und ir- wird. 

Nun lassen sich in den vier Fällen sehr leicht derartige Functionen 
errathen. Man erhält nämlich in den einzelnen Fällen folgende Werthsysteme 



u 


3B 





l 


*'(*'- ^) 





X 


*'(*'-«) 


1 


1 


r 


*• 


1 


1 


l-U»' 


*' 






IT? 

_ (t?ä-A)(t?,— x) 

IT, 

Wir machen jetzt die eindeutig umkehrbare Substitution 

C 1 

und erhalten dann, indem wir —^ = — 2«, ~ = —2/? setzen, zwischen /< und 

«, die Gleichung 

(35.) M, *0 = '•-2//(«*,+/y) + *,(*~;f)(*,-A) -- 0. 
Nach Einführung dieser Variabein erhält man nun folgendes System von 
Formeln, in welchem sich die Summation auf de« Index i fUr die Werthe 

1, 2 und 3 bezieht und zur Abkürzung /^(/,) = ^ ' ^'^ gesetzt ist: 



dt 



i 



/Q7 N dar, ^ cU. (8 i-l)Si .^^ . rfy, _ ^ dsj (< — x)g> 

(37.) - - = —7^)- -^— -, (^8.) — - -:Sjr^—^-—, 

r^Q\ ^ - _ ^ ^* C«.--x)(*,~A) 
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Alle diese Differentiale lassen sich nun in einfacher Weise dorch eine \on 
Herrn Weierslrass eingeführte rationale Function zweier Werthepaare xy', 
xy darstellen, welche beide dem durch die Gleichung: 

y*-2y\ax+ß)+x(x-xXx-l) = 

definirten Gebilde vom Range 3 angehören. Diese Fancfion, von Herrn 
Weierstrass mit H(xy\ xy) bezeichnet, soll, als Function von x'y' be- 
trachtet, an drei festen Stellen a«6« (a = 1, 2, 3) von der ersten Ordnung, 
ausserdem an der Stelle xy in der Art unendlich werden, dass iür x' =^x y' = y 

(x^x')H{x'y\ a^y) = 1 

wird; an einer weiteren festen Stelle Od^,, soll die Function den Werth Null 
annehmen. Bis auf die letzte sind alle diese Bedingungen erfüllt durch 
den Ausdruck 

wo zur Abkiirznn^ 

F(y\xy) ^ (y+y')(»''+»-2(aa:+/y)), 

i 1 a, bi 
J = l Oi bi 
1 «3 63 

gesetzt ist; wir erfüllen auch die letzte Bedingung, wenn wir von dem obigen 
Ausdruck den Werth subtrahiren, welchen er fllr x = a,„ y' = b^^ annimmt. 
Setzt man in H(x'y\ xy) für x'y' ein Fünctionspaar ein, welches die 
Umgebung der Stelle a^b,, darstellt — z. B < = a«+/, y' = 6«+'^(0«5 
wenn die Stelle a«6„ nicht singulär ist — so erhält man, falls (xy) in hin- 
reichender Entfernung von dieser Stelle liegt, eine Entwickelung von der 
Form 

r'H(ixy), + I:t-H^"^\xy)^. 

Die Functionen H(xy)a und H^^^(xy)^ liefern uns die drei Integrale erster 
lind die drei Integrale zweiter Gattung: 

Jixy)a^rH(xy)^dx und J\xy)^^ rH^\xy)^dx. 

Zu den Integralen dritter Gattung gelangen wir, indem wir in li{xy\ xy) 

8* 



60 ^* Kotier^ €i»~ Problem über biegsame, unauBdehnbare Flocken. 

zwei specielle Werthepaare x'y' und Xoy'o aetzen und dann bilden : ^ 

/ \H(xy, xy)-H(x\,y\y, xy)\ dx. 

Für uns kommen in Betracht die ftlnf Fälle: 

X* = x y' = 0, x[y(x> jfüoo; x' = A y' = 0, a?oOo y;,cx>; x' = y' = 0, jj^oo y^c»; 
ar' = y' = l^2j?, x,',cx> y:,cx>; a?' = y' = -1^2/?, ar^cx) y;,oo; 

denn, abgesehen von additiven Gliedern der Form 

^£A^H(xy\, 

erhalten wir in diesen Fällen für die Differenz 

H{xy', xy)—H(xlyl,^ xy) 
die Werthe 

x(x'-k) a?(a?— x) (x—x)(x — l) 

~ yfXyT' WS) ' W(ß^' 

Die Theorie der ^6e/schen Functionen lehrt, wie man einen Aus- 
drnck von der Form: 

^2: I ''^\tt{xy\ xy)-H{x,,y\, xyy^dx. 



"af'a 



oder vielmehr diejenige Grösse 

von welcher die vorstehende der natürliche Logarithmus ist, durch die drei 
Summen 

(42.) Uft=^ £ f H(xy)ßdx (^ = 1,2,3) 



""a^a 



darstellen kann. Sind nämlich 

simultane primitive Perioden der Integrale J^(a = l, 2, 3), 2/?«^, 2ij«^ die 
entsprechenden Perioden der Integrale J\xy\^ eine eindeutige Function 
der Variabein tii, tf^, tij, welche durch die sechs Gleichungen 
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«1 



bis auf eine mnltiplicative Constante bestimmt ist, endlich 



und Oll, ai2) CO3 gewisse sowohl von tii, «2, 113 als von x*y\ .Toyl, unab- 
hängige Grössen, so iiit: 

(44.) E(x'y\ xiy',; «.».«,) = <^(-^a+^,)g(»«-.r.+^.) ^^(7X^Y)a-JKy'o)a)«^<.. 

ö(— »„ + Wa) <?(«a — »a + «a) 

dabei ist za beachten, dass die verschiedenen Integrale zwischen denselben 
Grenzen aach aaf demselben Wege za bestimmen sind. Ferner ist zu be- 
merken, dass die Perioden nicht unabhängig von einander sind; es bestehen 
zwischen ihnen folgende Gleichungen 

rO 



(45.) 



^(.Varfo'ßr- V'ar^ßr) = 



nt 

2~ 



a*:> 



Was endlich die Grössen w^ betrifft, so kann, wenn 

(46.) c, = Js/'^^HdxyXdx 



ß 



aj>9 



gesetzt, und mit p^^f^ eines der vier Werthepaare bezeichnet wird, welche 
einer beliebigen linearen Gleichung 

ßy+ax+y = 
genügen, 



und in Folge dessen 






(47.) 



M"* 






= £n'^H{xy\dx-r*'H{xyXdx-i^''£r'''''H(xyXdx 
= ^p'''n{xy\d^-r''n(xy\dx-\''S ['""'HixyXdx 



gesetzt werden. 
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Ed ist leicht za sehen, dass der letzte Bestandtheil eine halbe Periode 
ist. Nennen wir nun den ersten Bestandtheil t?«, den zweiten — «?«, so dürfen 
wir 

(48.) 11,-0?« 4- cü,, = f?«-irl+ £ 2^^co«^+ J 2v^<^ 

setzen, wenn wir unter /u^ und Vß Zahlen verstehen, die den Werth oder 
^ haben. Definiren wir nun eine Function ^(tii, ti^, 113; fi, v) durch die 
Gleichung : 

(49.) Ö(ti,,f/,,ii3; «,v) = 6-^[2^«^"«+^«)-^'>«^«Jö ti,+2ci;„ u,+2w,\ 

in welcher 

CO« = 2: fla^aß + Z Vß^'aß (« « L », 3> 



und 



_ >9=3 )9»3 

Va = £ UßTJ^ß+JS VßTl^ß (« = 1, 2, 3> 



ist, so haben wir die Gleichung: 

_ _ÖCc^i^ Jl, v)diVa--U>^a; IA,V) g2*(J'(^'y')«--^'(^i»o)«)(^a-0 



(50.) 



^(Ca-fTa/ it*,v)Ö(tJa— lu'a; jU, v) 



Jetzt fehlt zur völligen Lösung unserer Aufgabe nur noch die Bestimmung 
der Charakteristik, d. h. der Gesammtheit der Grössen //„, v^. Bevor wir uns 
an diese Bestimmung machen, wollen wir mit der Bedeutung der eingeführten 
Buchstaben eine Aenderung vornehmen, welche, ohne die Gültigkeit der 
aufgestellten Gleichungen aufzuheben, eine leichtere Bestimmung der Perioden 
gestattet. Es bleiben nämlich die Relationen zwischen den Perioden, die 
Definitionen der Thetafunctionen, wie endlich der Ausdruck ftir 

E(x'y\ 0-,,^,,; «if/^Wj) 

nngeändert, wenn wir statt der ursprünglich eingeführten Integrale erster 
Gattung diejenigen benutzen, welche aus den Ausdrücken der Form 



a=3 
a=l 



(51.) H{xy)ß --= 2: c^ßH{xy),, (;J-i,2,3) 



entspringen, wo die Grössen c„ß bis auf die eine Bedingung, dass ihre 
Determinante J nicht verschwindet, völlig willkürlich sind; gleichzeitig 
ist dann die Bedeutung der Integrale zweiter Gattung dahin zu ändern, 
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dass an Stelle der ursprünglichen Functionen H^^^{xy\ die Functionen 

(52.) H^\xy), = £JS^m\xyX 
benatzt werden. Wir wählen die Constanteii c so, ilaä^ 

(53.) H(xy\ = -~y, H(xy\ = j,^~^-, H(xy\ = j,^y 
wird, und verstehen also von jetzt ab unter t?^ den Ansdrnck 

2! I H(xy\dx (« = 1,3.3). 

p • OOqc 

Für die Bestimmung der Perioden sind von wesentlichster Bedeutung 
die singulären Stellen des Gebildes 

y'--2y\ax-^ß)+x(x-'X)(x--l) = 

und ihre gegenseitige Lage. Ausser der unendlich fernen Stelle gehören 
nun hierher zunächst die Stellen 

(a: = Oy = 0), (x^xy^O), (x = X 9 = 0); 

der Grösse nach geordnet mögen die Grössen Q^ x, k mit 61 < 62 < *3 
bezeichnet werden. Bezeichnen wir mit öj, 03, o, die Wurzeln der Gleichung 

(pix+ßy-x(x-x)(x-X) = 0, 

80 sind auch die sechs Stellen singulär: 

(x = ai y = ±}faai+fi) = 1, 2. 3). 

Die Grössen Oi, o^, a^ sind entweder sämmtlich reell, oder es ist 
eine von ihnen reell und die beiden anderen sind conjugirt imaginär. Tritt das 
erstere ein, so haben wir folgende sechs Fälle zu unterscheiden 

1) -^<*i< a,<Za,<: 6, <63< a„ 

2) 6i<ai<-^<a,< 6, <63< 03, 

3) 61 < öl < «2 < 62 < - J- < 63 < 05, 

4) 6, < 62 < - < 63 < «1 < »» < 03, 

_ß 



5) 61 < öl < Ol < b, < 63 < «3 

6) bi<:bz<: 63<ai<— ^<a2< «3- 

CK 

während für den Fall zweier imaginären Wurzeln 
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7) 


a 


c:6.< 


bi < 


c 63 <: 03, 


8) 


b,< 


C62< 


a 


c 63 <: 03, 


9) 


6. < 


C6,< 


63 < 


=-.< ! 



sein kann. Die Bestimmung der fundamentalen Periodensysteme fordert die 
Bestimmung von p = 3 Paaren geschlossener Integrationswege, von denen 
sich nur zwei zusammengehörige und ancb diese nur je einmal schneiden. 
Für den Fall 6), den wir als den bequemsten weiter durchführen wollen, 
erhalten wir solche Paare auf folgende Weise. Wir beschreiben zunächst 
in der x-£bene um bi und 62 als ihren Brennpunkten eine Ellipse Ki und 
in derselben Weise um 62 und 63 eine Ellipse K[^ welche von den singulären 
Punkten nur 61 und 62, resp. 62 und 63 einschliessen; dieselben mögen sich in 
Pi und Fl schneiden. Von den vier Werthen y, welche zu Pj gehören, 
haben zwei die Eigenschaft, dass wir, nachdem wir eine der Curven Ki und 
K[ durchlaufen haben, zu dem ursprünglichen Werth zurückgelangen; in 
dem zweiten Schnittpunkte P[ langen wir auf den beiden Wegen mit ver- 
schiedenen Werthen y an. Die Integrationswege K^ und K[ schneiden sich 
also nur einmal. Zur vollständigen Bestimmung gehört noch^ dass wir y 
für Pi fixiren und den Sinn, in welchem wir die Integrationswege durch- 
laufen, so festsetzen, dass K[ den Integrationsweg K^ im positiven Sinne 
schneidet. Ein weiteres Paar von Integrationswegen der verlangten Art 
erhalten wir in zwei Ellipsen Ä2 und Ki mit den Brennpunkten 61 «2 und 
0203, welche sich in den Punkten P2 und Pi schneiden. Im Punkte P2 kann 
y zwei durch das Vorzeichen unterschiedene Werthe annehmen, für welche 
die Wege K2 und K2 geschlossen sind und sich nur einmal schneiden; 
und zwar haben die Paare von Wegen, welche wir auf diese Weise von 
K2 und K2 erhalten, keinen einzigen Punkt gemeinsam. Wir haben also 
drei Paare von Integrationswegen Ä'iÄ'i, ^2^1^ A3 A3', welche sich gegen- 
seitig nicht schneiden, obgleich sich die beiden letzteren in der ar- Ebene 
decken. Man erhält, wie leicht zu sehen, fUr die Integrale erster Gattung 
folgendes System von Perioden: 



fH(xy\dx 


2wii2£Oa 


2cüi22cül2 


— 2a>i2— 2cüj2, 


Jü{xy\dx 


2a>2i2üi2i 


2tÜ22 2cÜ22 


— 2w22— 2CÜ22, 


fü{xy\dx 





2cü322a;32 


+2co32+2a;;2, 
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während sich für die Integrale zweiter Gattung das simultane Periodensystem 

2i?n 2/7n 2iyi2 2Tln -2l?,2 -2^12 

2i?2i 2i?i, 2r/2-2 217^2 — 2ij22 — 2i?22 

2i?32 2i?;.> +2iy32 +2%2 
ergiebt. 

Von den oben angegebenen Beziehungen (Gl. (45.)) werden einige 

in unserem speciellen Falle zu Identitäten. Es bleiben noch 7 Relationen, 

nämlich : 

1) cü,,(/4~a>2ia>n + 2(cüi2Co;, — CO22CÜI2) = 0, 

2) nn n-ix— Vn ^'11 + 2 (?yi2 »7^2- ^22 r/u) = 0, 

• 

3) ^ii«^n-^nCün + 2(»/i2tü'i2-- Vi2tt>i2) = "y", 

4) %iWn— ?yii£On + 2(^22 «>l2—»'/i2 «^12) = 0, ^ 

5) ^ll^il— ^;iC^2l+2(?7,2Cüi2—^/l2«^22) = 0, 

6) 7;2l">21— ^y2l«>2l+2(l?22«>22— ^^20^22) = "g", 

7) 2(??32Üi;2— %»tt>32) = ^• 

Mit Hülfe der speciellen Eigenschaften der Periodensysteme lassen sich 
die Constanten /u^ v näher bestimmen. Bekanntlich verschwindet 

sobald eins der Werthepaare x^y,^ dem Werthepaare xy gleich wird, d. h. 
wenn man schreiben kann: 

«a-'^L = y''''//(^»)«rf^+y'''''Ä(iPy)«rfa:, 



(54.) 



»X 



X X 



wo a:,yi, 0:2^2 völlig willkürlich sind. Wir setzen jetzt fest, dass Xi = a?2, 
yi = — ^2 sein soll; dann können wir bewirken, dass ©1— tri = «?2— «^2 = 
wird, während «?3— ^^3 einen beliebig vorgeschriebenen Werth 

4a'tü32+4i/'w32 
annimmt, wo ,u' und v' reelle Grössen bezeichnen. Für die genannten 
Werthsysteme x^y^ giebt es eine allgemeine Form der Differenzen t?,,—«?!, 
nämlich 

2a'(ü>«2 + «>«3) + 2>/'(<2 + <3) ^« = '' '^' ^). 

Für ein solches Werthsystem können wir nun bekanntlich die Bedingung, 
dass ö(t?«— Wa ; .w^ v) verschwindet, wenn wir 

^^Ä = /«i, /^2' = .^'2+/*', ."3' = /'3+/^^ 

^2 = v.i-\- V , 1/3 = 1/3+ V 
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setzen, auch schreiben: 

0(0,0,0; .a'>") = 0. 
Wenn ,a' und v' Zahlen mit dem Nenner 2 werden, so nehmen ^" und v" 
dieselbe Eigenschaft an. Da nun das Gebilde kein hyperelliptisches ist, so 
können für 000 gerade Thetafunctionen nicht verschwinden, d. h. die vier 
Charakteristiken, welche wir für 

;/' = 0, i/'=0; |i':=^, i/' = 0; a' = 0, 1/' = !; ju' == ^, v' ^ ^ 

erhalten, müssen die Bedingung 

24fi"y"= 1 (mod. 2) 
erfüllen; daraus folgt, dass wir 

(55.) /t, = i/i=r|, u^^fii, Vi^vy 
setzen dürfen. 

Eine noch genauere allgemeine Bestimmung der Charakteristik werden 
wir nicht geben, sondern die vollständige Bestimmung des Werthes von 

nur für den Fall durchführen, dass, wie bei unserem Problem, vy einen ge- 
wissen Constanten Werth hat. Bei der Beschaffenheit des Periodensystems 
lassen sich nämlich die dreifach unendlichen Thetareihen mit den Argu- 
menten tii, U2, Uy rational darstellen durch Thetareihen mit den Argumenten 
tii, ti2 und solche mit dem Argumente th*)'* ist nun die letztgenannte Grösse 
constant, so reduciren sich die dreifach unendlichen Thetafunctionen auf 
zweifach unendliche. Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu erweisen, 
bilden wir die Function 
(56.) /*(tti,«2itt3; ,^,0 = ^(«^«fiiWa; .u, i/)4-e-^'('''+'''^ö(«i,«2,fi3; i^',y)^ 

wo die Charakteristik ,i/, r völlig willkürlich ist, und die Grössen ^u' mit 
den Grössen ,u verbunden sind durch die Gleichungen 

Berücksichtigen wir, dass für ganze Zahlen p und q 

(57.) Ö(«„; ,>+p,r+q) = e""-""-^« <?(«„; ,u, v), 
und für ein beliebiges Aggregat simultaner Periodenbruchtheile 

2tü„ = £ 2,H><.^+ 2: 2i'>;^ nnd 2»;„ = 2: 2.«;,»?„^+ j; 2r'^rj',^, 
(58.) (?(«„+2w„; .u,r) = e'^2^«(«« + ^«)-<<(^-+2^«>](?(„^; u+^i', v+y') 
*) Vergl. die Abhandlung der Fr. von h'ovalewsky, Acta Mathematica Bd. V. 



F, Kotier, ein Problem über biegsame, unausdehnbare Flächen. 67 

ist, 80 erhalten wir, indem wir zu ii, und w^, nicht aber zu W3, eine Periode 
von der Form 

addireir, oder, was dasselbe besagt, zu ti|, ti2, «13 eine simultane halbe Periode 
von der Form 

2a>« = 2p,a>^i4-j9,w«2-p2tt>«3+2qr,cüli+2qr,tü«,-2qr.2w;,j («-i, 2,3) 

hinzufügen, folgende Gleichung: 

I/'(«ii+2a>,, fi2+2ö)„ ff,; //, r) = /^(w,, ii,, «I3; u, v) 
Xe 
Fügen wir jedoch zu 113 die Periode 

2CD3 = 2p(x)32+^q^i2 

und lassen t/i und ti2 ungeändert, wofür wir auch sagen können, dass 
t^u ^) ^ simultan um die halben Perioden 

2®« = p((^a2+(^az) + 2q(K2-\'K3) (« = 1,^.3) 

vermehrt seien, so erhalten wir für /"(«i, w^, «3; ,u, i^) die zweite Relation: 

/(tii, 1*2, W3+2CÖ3; .u, y) 



(60.) 



2^/«,+c3,)-t^[p+2(^,+A*J>+2ntp-?4:^ 



= /•(«!, «,, fi3; //, y)e 

Die Bedingung (59.) charakterisirt bis auf einen lediglich von u^ 
abhängigen Factor /*(wi,«f2, ffj; u,^) als eine Thetafunction der Variabein 
t/i und U2 mit den Perioden 

2a>«,, 2cüli, 2cü^2, 4üv, (« = 1,0; 

2/?«i, 2l?l,, 2?/«,, 4??«, (a = 1.2) 

und der Charakteristik 

während die Relation (60.) den vorerwähnten Factor als eine Thetafunc- 
tion der einen Veränderlichen »3 mit den Perioden 

2CO3,, 4cü32; 2i?3,, Atjyi 
und der Charakteristik 

9* 
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(61.) 



erkennen lässt. Wir haben also die Gleichung 

= C^,rö(«j; ."« + .«3, i(»'2+»'3))ö(«l, «j; i"lJ«2 — i«3, »'l i(»'2-»'3)). 

Wenn die Charakteristik {n,v') mit (/«,»') verbanden ist durch die Gleicliangen 

■ 

1/; = ?/,, r; = 1/2+1, ^ = 1^3, 

so ist 

= ^^,.'Ö(W3; /«2 + ."3,i(^2 + >'3+l))ö(tti,fl2; ^1 ^2-.lt3,1/i 1.(1/2-^3+1)). 

Wir erhalten also für 0(ji^; fi^v) einen Ausdruck von der Form 

A0{U3] .^'2 + ."3, 1(^2 + ^3)) K^X^^2\ ^1 f^-. — l^hl^l 1(^2-^3)) 

+ ßö(M3; .W2 + /«3,K^2 + ^3+l))ö(fli,f^2; /tj .U2-/i3,^l 1(^2-^ + 1)), 

in welchem A und ß Constante bezeichnen, welche durch Specialisiruug 
leicht zu erhalten wären. Für die Thetafunctionen , welche wir oben an- 
gewendet haben, ist 

,*^l = ^l=i, fh = fh, ^2 = ^3, 

und zwar war jede der vier letztgenannten Grössen oder ^; flir diese 
Charakteristik ist also, wenn ^ = (u2+l^3)} ^ = ^(^2+^3) ist, 

0(f)a-fCa; u,v) = ^ö(t?3— «?;; (^,6 )0(f>i—w[, V2—W2; ^0,|0) 

Ein Werthesystem ar«y^, für welches die linke Seite verschwindet, ist 

^1 = ^', Vi = y\ ^2 = a?', yz = — y', a?3 = 0, ^3 = 0. 

Die Integrale, welche zu den beiden ersten Werthepaaren gehören, sollen 
auf demselben Wege bestimmt werden wie to'; über den Weg der Integrale 

/•0I)_ 
H(xy%dx 

XX 

soll später verfügt werden; dann erhalten wir die Gleichung 

^Ö(f3+fr;; d,e )e{t,-^w\,t,-w',', i 0, 1 0) 

+ ßö(<3+fr;; d,e^-\)e(Jt,-w[,t,'-w',', iO, ||) = 0. 

Die einfach unendlichen Thetafunctionen sind beide gerade; wir können also 
das Zeichen von /3+fr3 ändern und den Inhalt der vorstehenden Gleichung 
auch so aussprechen: 

/.—tri (« = 1,5) 



(62.) 



a "^a 
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ist eine Nullstelle der Function von Wi, «2 

r ^ö(-(/3+ir;); d,e )ö(fi„f/,; ^0,10) 

Dieser Umstand gestattet eine wesentliche Vereinfachung der von 
uns gesuchten Ausdrücke. Wir haben es nämlich nicht mit allgemeinen 
Werthsystemen Xat/a zu thun, sondern mit solchen, welche sämmtlich der 

Kelation : 

(64.) yAx-^'x''-2ß(l-iu^y' = 

Genüge thun. Diese Gleichung hat als Function des elliptischen Werthe- 
paares (^xy^ die Wurzel a? = 0, y^ = und drei weitere; aus jeder der 
letzteren ist ein Werthepaar sj^ abzuleiten. Unendlich wird die linke Seite 
als Function von (xy'^) betrachtet nur im Unendlichen, und zwar von der 
vierten Ordnung. Es gilt also, welches auch immer die Bedeutung und 
der Werth von *^ und V'^ ^^^^ inöge, die Gleichung 

£ / H{xy),dx-{- / H{xy),dx = 0, 



XX XX 



oder es ist, wenn der vorläufig noch unbestimmt gelassene Weg von /« 
passend gewählt wird, 

t?3 = — <3. 

Für unsere Werthsysteme gehen also die dreifach unendlichen Theta- 
fnnctionen in die oben erwähnten Functionen zweier Variabein über. An 
Stelle der ersteren können wir daher Ausdrücke von der Form setzen: 

(60.) J (« = 1,2) 

den einen Fall ausgenommen, dass /«— tr« eine gemeinschaftliche Nullstelle 
beider Thetafunctionen zweier Variabein ist; das tritt ein für x' = Oy' = 0. 
Um eine Formel flir diesen Fall zu erlangen, betrachten wir das Werth- 
svstem 

^1 = 0, y, = 0, X. = x^ = 0, y^^y^^ ]^2ß 

und nehmen sämmtliche Integrale auf demselben Wege wie die Grössen w?«, 
welche hier den Werth 

/»(Ml _ 
II(xyXdx 



X X 



haben. Man erkennt dann leicht, dass 

«3 —»^3 = —Qi+^t^i) 
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gesetzt werden darf, und das» also für 



X» 



der Ausdruck (63.) ebenfalls gleich Null wird. Für den Ausnahmefall 
erhalten wir demnach an Stelle von (65.) den Ausdruck 

0) (1) 

(66.) e(2w:; fi^vy(v,^t,; .a, v)-ö(2fr;,- fi,v)0(v^^t,; ^, v')- 
Ein lineares Aggregat zweier Thetafunctionen mit den Charakteristiken 

kann bekanntlich als Thetafunctiou zweiter Ordnung mit der Charakteristik 
(^0,00) angesehen werden, deren Perioden in gewisser Weise von denen 
der vorgelegten Functionen abhängen. In unserem Falle sind die Perioden 

4a>ai, 4ai«2, 2a>j;,, 4<,, 

Bei dieser Umwandlung wollen wir jedoch die Thetafunctionen statt durch 
Beifügung der Charakteristik durch einen Iudex bezeichnen und zwar sollen 
den Charakteristiken 

0^, Ol; iO, 00; 00, ^0; ^, ^0; ^0, U: H, H 

die Indices 

0, 1, 2, 3, 4, 5 

entsprechen. Dann kann jede ungerade Charakteristik durch den Index 
oder Ox(x= 1, 2, ... 5), jede gerade Charakteristik durch einen Index von 
der Form Oxl^x, ^ = 1, 2, ... 5) bezeichnet werden (cf. Schottky, Theorie der 
-46e/schen Functionen von drei Variabein. Leipzig 1880. § 4. pag. 16), 
wenn wir die zu einem aus den Indices («, ß, /,•••) zusammengesetzten 
Index m gehörige Charakteristik in folgender Weise bestimmen. Zum 
Index a möge die Charakteristik 

gehören, zum Index ß die Charakteristik 

{\d[^^d[^\ \t\'^-W'), etc. 

Sind J{'"\ ^^"'^, f{"'\ f^"'^ die kleinsten nicht negativen Zahlen, welche den 
Relationen 

^(m) = fj«)_f_ 4p)_|_ ^00,,, (mod. 2) 0=1, 2) 
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genügen, so soll zum Index (m) die Charakteristik 

gehören. So ist z. B. die Charakteristik des Index 034 gleich (00, 00), 
während der Index 025 durch den einfachen Index 1 ersetzt werden kann, 
weil zu beiden die Charakteristik 

|0, 00 
gehört. 

Das Product 

wo 

£ r^^ = 0, 

ist eine specielle Thetafunction iwter Ordnung. Ihre Charakteristik stimmt mit 
derjenigen einer Thetafunction erster Ordnung mit dem zusammengesetzten 
Index (Äi, Äa, ... Ar„,) ttberein: Die allgemeinste derartige Function erhält 
man durch ein lineares Aggregat der speciellen Functionen mit gleicher 
Charakteristik. 

Nun ist ein bekanntes Theorem, dass sich jede Thetafunction mter 
Ordnung von p Variabein linear ausdrücken lässt durch r^ specielle; d. h. 
auf unseren Fall angewendet, der Ausdruck 

lässt sich als eine algebraische Summe darstellen von irgend vier linear 
unabhängigen Ausdrücken der Form 

und zwar sind hier k^ und k^ so zu wählen, dass sie zusammen die Charakte- 
ristik des Index 1 liefern; solche Ausdrücke sind 

Ö(tf«-Ooi ö(w„ + f?«)o , Ö(tt^-Oo ö(tt« + Oüi, 

Da aber die vorgelegte Function flir m« = ±c verschwindet, so sind die 
Coefficienten der beiden letzten Glieder gleich Null zu setzen; ferner erkennt 
man leicht, dass der in Frage stehende Ausdruck überhaupt eine ungerade 
Function ist; bis auf einen constanten Factor stimmt derselbe daher über- 
ein mit: 
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Dieses wenden wir auf den Ausdruck 

j; f^'^HCxy, xy) - H(ix[y^,, xy))dx 

e "-'" 
an: setzen wir für v^+t^ den Buchstaben t?'«, so dass also 



,^ = 3 /*Szfz — /MIO __ 

f>: = 2: / ' ' H(xyXdx+ I H(xyXdx 



(a = 1. i) 



''"• XX XX 

ist, so ergiebt sich fUr den genannten Exponentialausdruck der VVerth 



(67.) 



= C ^(^:^-2/,),,0(p :,-2era ~g«-2/« )og«--2tra. ^.=, 



^* 



ÖCt>L-2/«)a, Ö(c:.-2«ra- Ö«-2g, ö«-2tra, 

ist a;'j(' identisch mit 00, so ist der Zähler mit 

(0 (O 0) (O 

zu vertauschen. Für die weiteren Entwickelungen haben wir zu unter- 
scheiden, ob es sich um eine Ellipse oder eine Hyperbel handelt; wir 
wollen die Rechnung hier nur für den ersteren Fall durchführen. In 
diesem ist 6i = und daher 

wo 2ü),, eine Periode der dreifach unendlichen Thetafunctionen bezeichnet; 
folglich ist 2t„ auch eine Periode der letzthin angewendeten Thetafunctionen, 
bei welcher der ('oefficient der dritten primitiven Periode ungerade ist. 
Daher dlirfen wir in dem Quotienten der Differenzen von Thetafunctionen 
2C einfach unterdrücken, wenn wir gleichzeitig das Minuszeichen in ein 
Pluszeichen verwandeln. Nur in dem Ausnahmefall tritt im Zähler keine 
Aenderung des Zeichens ein; dafUr aber haben wir dem Ausdruck den 

Factor 

^— 2-2*1?« (t/«+w«) 

hinzuzufügen, wo 2??« die Periode der Integrale zweiter Gattung ist, welche 
der Periode 2/« entspricht, d. h. in den ursprünglichen Perioden geschrieben: 
riai+2fi^. Nun ist aber der Coefficient von «« in der schon vorher vor- 
handenen Exponentialfunction 

XX XX 

Der zweite Theil verschwindet, wenn x[^y[i ococ wird, wie es bei den für 
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unsere Aufgabe in Betracht kommenden Werthepaaren der Fall ist; der 
erste wird in dem speciellen Ausnahmefall ^«i+2^«. Berücksichtigen wir 
nun die Relation (64.) zwischen und rp einerseits und den Grenzen der Inte- 



grale andererseits, so erhalten wir, da fi?« = ist, aus (67.) für ar' = y' = 0: 

(0 O) 0) (1) 

^ 20(t'aXdWo, 

Setzt man x' ^ x, y' = 0, resp. x — l, y = 0, so erhält man links 



resp. ^ 



und rechts, da die tr« bis auf ganze Perioden gleich w«, resp. w^i+o^Li 
werden, 

p. g'(t^U+g'(r:.)o, ^^^^ r.n e\v^aX-o\f>aX. 

(NB. wenn x> X ist). Für die Constanten C und C" erhält man mit Rück- 
sicht auf die Gleichung 

die Werthe -pr- und —-=-- Setzen wir jetzt endlich x =0, y z=z^i2ß, so 



erhalten wir links ^ e-^, rechts dagegen einen Ausdruck 

0) (1) 

n ^«)og(^a±2tra. +g(<^a)o. 0i<±2w'aX A:SCaV',±C 

2e(p^aXH<\. 

Indem man aus den fünf Gleichungen {>, ip und * eliminirt, erhält man 
eine Gleichung, aus welcher sich durch Specialisirung C und C^ ergiebt. 
In Folge der Differentialgleichung zwischen ip und ^ wird v[ eine lineare 
Function der von uns oben u genannten Grösse, welche die horizontale 
Projection des zu cp gehörenden Theiles der gesuchten Fläche darstellt, 
während Cj einen constÄUten Werth erhält. Unterdrücken wir nun bei t? 
und IT die Accente, so erhalten wir die Coordinaten zweier entsprechenden 
Punkte des Randes des gegebenen ebenen und des gesuchten krummen 
Flächenstückes als Functionen eines Parameters u vermittels der folgenden 
Gleichungen: 

Journal fnr Mathematik Bd. CHI. Ueft 1. 10 
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r _ r ^(''■'- 2 «>a)o<>(Pa + 2«Oa)„-g(ga-2«).)„ <?(!>,+ 2tOa), 

*'+*^' - ^' 2Ö(rOoö(e<.), ^ ' 

"' ^' ~ ^' 2ö(r.),ÖC«'-)o. " 

Nachdem so die Coordinaten entsprechender Randpunkte als Fanctionen 
eines Parameters dargestellt sind, ist es sehr leicht, die Coordinaten belie- 
biger Punkte als tMnctionen zweier Parameter zu bestimmen. Es seien 
Xy y und |, t]^ X> die Coordinaten eines Punktepaares in der Ebene und auf 
der gesuchten Fläche. Da einer durch den Scheitel des Sectors gehenden 
Geraden in der Ebene eine erzeugende Gerade der Kegelfläche entspricht 
und da gerade Linien, welche nach der Befestigung des Gebildes im Raum 
gerade bleiben, keine Aenderung ihrer Länge erfahren können, so giebt es 
ein solches Paar entsprechender Randpunkte, dass 






ist; nennen wir den gemeinsamen Werth dieser Quotienten ty so erhalten 
wir durch die fünf Gleichungen 

die Coordinaten eines beliebigen Punktepaares als Functionen der beiden 
Grössen t und u dargestellt; damit ist das Ziel dieser Abhandlung erreicht. 

Berlin, December 1885. 
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Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen Gesell- 
schaft zu Leipzig fftr das Jahr 1889. 



Ubgleich durch die Untersuchungen von Borchardl über das aritli- 
metisch-geometrische Mittel ein gewisser Zusammenhang der Thetafunctionen 
mehrerer Variabein mit mehrfachen Integralen nachgewiesen worden, und 
obgleich die Ausdehnung des Abekchen l^heorems auf vielfache algebraische 
Integrale schon Jacobi nicht unbekannt war*), so scheinen doch selbst die 
betreffenden Doppelintegrale noch keiner erschöpfenden Betrachtung unter- 
worfen worden zu sein. Da sich nun zeigen lässt, dass, wenn z. B. 
&9^&2^^^*^s gewisse einer sogenannten Rosenhain^chen Gruppe {Grellen 
Journal, Bd. XL, S. 342) angehörige Thetafunctionen zweier Variabelu u 
und V bedeuten, die Determinante 

dd^ d&^ dd^ 
du du du 

d& a», d&. 



dv dv dv I 

dem Product ^^^^^^^ proportional ist, so ergiebt sich daraus (Leipziger Be- 
richte, Jahrgang 1884, S. 187; vgl. die folgende Abhandlung, S. 79) flir 

eine Gleichung von der Form 

, , dxdu 

VRQcy) 

*) Siehe Grellen Journal Bd. VIII, S. 415, sowie Rosenhain in seinen an Jacobi ge- 
richteten Briefen im XL. Bande des Cre//eschen Journals, wo auch Integrale von der Form 

// , =- betrachtet werden, in denen F(tu) das Product von sechs linearen Factoren 

A-^Bt+Cu ist. Vergl. ferner die iVö7Äcrschen Arbeiten in den Göttinger Nachrichten, 
1869 Nr. 15 und Bd. II der Matheraat. Annalen, S. 293. 

10* 
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Die Gesellschaft wünscht 

eine eingehende Untersuchung der allgemeineren Doppelintegrale 
von der Form 

'f(xy)dxdy 



././■ 



iR{xy) 

wo f eine rationale Function sei, in ihrem Zusammenhange mit 
den Thetafunctionen zweier Variabein. 
Preis 1000 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen 
Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu 
verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirl, ferner mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der 
Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und Wohnort 
des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November 
des angegebenen Jahres, und die Zusendung ist an den Secretär der Gesell- 
schaft zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften 
werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden 
Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigen- 
thum der Gesellschaft. 

Leipzig, im März 1886. 
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lieber eine Transformationsformel fftr Doppel« 

integrale *). 

(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 



JJie Auflösung der quadratischen Gleichung fx = beruht darauf, 
dass der DiflFerentialquotient fx nur zwei entgegengesetzte Werthe annehmen 

kann. Dies folgt z. B. aus der bekannten Gleichung ^jr- = 0, mithin ist 

(f'xy durch eine ganze Function der Coefficienten — die Discriminante — 
gegeben. 

Bei zwei Functionen zweiter Dimension in x und y sind im Allge- 
meinen vier Werthsysteme xy vorhanden, für welche ^=^ = 0; in der 
Jacofrischen Gleichung (dieses Journal, Bd. XIV S. 286) 

ax + by+c _ ^ 

d(xy) 

Steigt die Functionaldeterminante auf den zweiten Grad und kann vier Werthe 
annehmen. Setzt man jedoch 

f = pxy+p^x-\^p2y+Pi = 0, 
(p = qxy+qiX+q2y+q3 = 0, 

80 reduciren sich die vier Werthsysteme von xy auf zwei (zwei Schnitt- 
punkte der gleichseitigen Hyperbeln rücken ins Unendliche) und die Func- 
tionaldeterminante 

1^ = (p^q-pq.>Hpg^-p^9)y+P.q.-M. 



*) Abgedruckt aus den Berichten der math.-phys. Klasse der Eönigl. Sachs. Gesell- 
schaft der Wissenschaften 1884 (Sitzung am 15. December). 
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wird linear. Alsdann bleibt die Gleichung gültig 

d(fg>) ^ ^• 

d(xy) 

sodass wiederum ( ^^ n ) eine ganze Function der Coefficienten p und q 
darstellt. Man erhält mit leichter Mühe 

= 0»i 9i—Pi 9i—P 93+Pi 9) — 4(/> qi-piq) (fi q^ -Pi qt). 
Schreibt man dafür mit abgekürzter Bezeicbnnng 

(w)' = (12+03y-4(02)(13) = (12-03)^-4(01)(23), 

SO hat man auch 

(|^y = (02-13)'+(12+03+02+13)(12+03-02~13) 

= (01-23y+(12-03+01 + 23)(I2-03~01-23). 

Der abgeleitete Ausdruck führt zur Transformation eines Doppel- 
integrals, analog den von Jacobi in Bd. 8 und 15 dieses Journals behandel- 
ten Fällen, in denen zwei Doppelintegrale von gleicher Form in einander 
transformirt werden. Hierzu betrachte man die Coefficienten p und q als 
Functionen neuer Variabein tra, in Bezug auf welche f und cp die Formen 
annehmen sollen 

/= rtcz>-\-ryW-\-r-iZ-rri =■ 0, 
q^ = swz-r8iW + S2Z> + S3 ~ 0. 

Alsdann werden die Coefficienten r und s in ähnlicher Weise abhängig von 
X und tfy wie p und q von tv und z^ und in der Gleichung 

KfW " / fM 

d(wz) J d(xy) 




*) Dass die Jaco6tsche Form, bei welcher der Grad des Zählers „tribus inferior quam 
summa ordinum fq>^ sein soll, iu solchen Fällen ihre allgemeine Gültigkeit verliere, ist 
von Kronecker hervorgehoben und zugleich betont worden, „dass alsdann ebenfalls gewisse, 
den Jaco6tschen Relationen entsprechende Beziehungen abgeleitet werden können''. Siehe 
Berliner Monatsberichte 1865, S. 689 f. 
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finden sich die Variabein getrennt, wenn man 

sabstituirt. Selbstverständlich gehen obiger Gleichung die analog gebildeten 

dwdx ^ dydz , dxdt ^ dwdy 

parallel. 

Aus der Theorie der elliptischen Functionen ist bekannt, dass für 

oder 

, dx 

du = — — 

wird. Ebenso erhält man für 






wo der Bequemlichkeit halber (siehe Rosenhain, Preisschrift S.422) 

y,M)(Mt?) = &(u%y vi), (pm(uv) = -T- &i(ui, rt), (p2ii(tiv) = 1^2(111, ei) 
gesetzt ist, 

d(xy) 4 



oder 



yxy((pli—(pli.x—(p^,,.y)((pl2—(pl2'X—(pl2'y)(^^ 



, , dxdy 

Bestimmt man nun die constanten Coefficienten in den Functionen f 
und q> so, dass 

(t!})'=(|^)'=«(ii). 

80 hat man auch 

Wenn ein Ausdruck F(xy)dxdy doppelt integrirt werden soll, so 
pflegt man den Umfang des Doppelintegrals durch Angabe des Bereichs 
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ZU bestimmen, innerhalb dessen x und y variiren sollen, ebenso wie bei 

einfacher Integration das Integral fPxdx dadurch zu einem be$Ümmten 

Integrale wird, dass die Grenzen oder der Integrationsweg vorgeschrieben 
werden. Als unbestimmtes Integral gilt die Function w+const, welche der 

DiflFerentialformel du — Fxdx^ mit anderen Worten der Gleichung -^ = Fx 

genügt. In analoger Weise können wir von einem unbestimmten Doppel- 
integrale sprechen, wenn zwei Functionen u und r von x und y bekannt 
sind, welche der Diiferentialformel 

dudv = F{xy)dxdy, 

mit anderen Worten der Relation 

genügen. Und wie man das einfache bestimmte Integral — von speciellen 
Grenzwerthen abgesehen — in der Regel am bequemsten aus dem unbe- 
stimmten ableitet, so wird auch der Uebergang zu einem Doppelintegrale 

mit bestimmtem Integrationsbereiche in der reducirten Form 1 Idudv = fudv 

in der Regel bequemer zu bewerkstelligen sein als bei / IF(xy)dxdy. 

Bei dieser Reduction hat man als charakteristisch zu beachten, dass, 
während beim einfachen Integral die Function u bis auf eine Constante 
bestimmt ist, an Stelle von u und r zwei beliebige Functionen uv treten 

können, für welche die Gleichung v!^ ^^ = 1 crflillt ist. Bezeichnet man 

daher durch cp und \fj zwei willkürliche Functionen, so ergiebt sich 

w' = (p(uv), V - ^fu+ r g^^ , 

./ Vcu\ 

wenn in dem partiellen Differentialquotienten I J^ \ u durch ;/' eliniinirt 

worden ist. Auch können hier uv und nv vertauscht werden. Analog 
lässt sich die unbestimmte Integration der Differentialformel 

dndfo = F{xy)dxdy oder ^>~^^ = F{x.y) 

im allgemeinsten Falle auf eine Quadratur zurückführen mittelst der 
Gleichungen 
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« = ^(«y), e = V 



■ilW 



wenn nnter dem Integralzeichen in 1 -^-^ 1 x darcli » eliminirt wird. 

l_~dT J 

Wenn bei einem einfachen Integrale / 'F(x)dx die Grenzen gegeben 

sind, so hat man noch den Integrationsweg festzustellen, um den Werth des 
Integrals ohne Vieldeutigkeit zu erhalten. Für x = t+ui geschieht dies 
durch eine reelle Gleichung 9) (<ii) = 0, welche für <„w„ und tiu^ erfüllt sein 
muss; man weiss, dass, von singulären Punkten abgesehen, eine Variation 
von (p auf den Werth des Integrals ohne Einfluss bleibt. An Stelle der 
Gleichung (p = können t und u auch als Functionen einer unabhängigen 
reellen Variabein p gegeben sein, die innerhalb des Integrals von p,, bis p^ 
wächst. Man wird demnach sagen können: um das einfache Integral zu 
einem bestimmten zu machen, hat man zunächst ein zusammenhängendes 
Gebiet von einer Dimension aus dem strddimensionalen Gesammtgebiete 
der complexen Werthe von x auszuscheiden, etwa unter dem Bilde der 
durch die Gleichung (p(tu) = gegebenen — unbegrenzten oder ge- 
schlossenen — Curve, und dann auf dieser Curve die Strecke von a?,, bis 
Xi zur Integration zu benutzen. 

Um Entsprechendes für Doppelintegrale / /F(xy)dxdy leisten zu 

können, wird man ein zusammenhängendes — zunächst unbegrenztes — 
Gebiet von ztvei Dimensionen aus dem rterdimensionalen Gesammtgebiete 
complexer Werthe von x und y auszusondern, und auf demselben durch 
eine Curve oder emdimensionale Begrenzung denjenigen Gebietstheil zu 
definiren haben, über welchen die Integration der Function F(xy) sich er- 
strecken soll. Ein solches unbegrenztes Gebiet liefert z. B. der Complex 
der reellen Werthe von x = t+ui und y^v+wi^ charakterisirt durch die 
beiden Gleichungen w = und fr = 0; in diesem Complexe ist dann mit 
Hülfe einer (geschlossenen resp. unbegrenzten) Grenzcurve x(tv) = der 
eigentliche Integrationsbereich zu bestimmen. Im allgemeinen Falle wird 
das unbegrenzte (geschlossene) zweidimensionale Gebiet dadurch gewonnen, 
dass die reellen Grössen tuvw zwei Gleichungen (p(tuvtt) = und tpQuew) = 
erfüllen sollen, mittelst deren zwei der vier Variabein durch die beiden 
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anderen ausgedrückt werden können, oder dass diese vier Variabein als 
eindeutige Functionen zweier unabhängigen reellen Variabein p und q ge- 
geben sind. Die Grenzcurve für das eigentliche Integrationsgebiet wird 
dann durch eine Gleichung ;f (pqr) = zwischen den beiden unabhängigen 
Variabein definirt, dergestalt, dass die Ungleichung x<CO den Integrations- 
bereich umfasst. 

Häufig wird indess diese Grenzcurve dadurch bestimmt sein, dass 
die Werthe, welche die (complexe) Variable x an der Grenze annehmen 
soll, nebst den zugehörigen Werthen der zweiten Integrationsvariabein y 
gegeben sind. Mit anderen Worten, für die Grenzwerthe soll eine Gleichung 
y ^ fx bestehen, in welcher x die durch x(ßu) = vorgeschriebenen Werthe 
durchlaufen soll. Ist nun fx im engeren Sinne Function der complexen 
Variabein Xy so werden dadurch t? und ir als Functionen von t und u be- 
stimmt, welche den bekannten Diiferentialrelationen 

und 



6t du du dt 



^ = und -^, +->,-.- = 



folglich 

dt' ' du' ~^ dt' • du' 

genügen. Es würde nun an sich nichts im Wege stehen, durch y == fx 
oder die entsprechenden Gleichungen v = (p(tu)^ w = V^(/fi) ein unbegrenztes 
zweidimensionales Gebiet zu definiren, in welchem die gegebene Grenz- 
curve /(<«) = enthalten ist, und auf diese Weise das Doppelintegral zu 
einem völlig bestimmten zu machen. Man sieht aber leicht, dass in diesem 

Falle die Functionaldeterminante -4?-<^ wnd damit der Werth des bestimmten 

Integrals bei Einführung der reellen Variabein tu identisch verschwindet. 

Uebrigens ist aus der Theorie des logarithmischen Potentials bekannt, 
dass, wenn die Werthe gegeben sind, welche v und tv längs der Grenz- 
curve /(/w) = annehmen, während im Innern (auf einer Seite) derselben 
überall 

d'v d^e _ d'w d'w __ ^ 

~dt^'^~du'~ " 'W^'d^ ~ 

sein soll, dadurch die stetig variablen Functionen r = (p(tu) und w = ^*(tu\ 
und somit y, vollkommen bestimmt sind. Dabei zeigt sich, dass, wenn fi 
und fa zwei willkürliche Functionen bedeuten, und 
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sowie 

als reelle Integrale der Potentialgleichung ausgedrückt werden, die Gleichung 
y = fx im Sinne des Functionsbegriffs complexer Variabein nur dann her- 
vorgeht, wenn die längs der Grenzcurve gegebenen Werthe von v und w 
so beschaffen sind, dass A=^, mit anderen Wollen, dass die Ausdrücke 

edu+füdt oder vdt—wdu 

vollständige Differentiale werden. Ist dies nicht der Fall, so bleiben gleich- 
wohl f> = (p(tu) und IT = y^(tu) die Gleichungen für ein zweidimensionales 
Integrationsgebiet, an dessen Begrenzung die Integrationsvariabein x und y 
gegebene complexe Werthe annehmen, und alle übrigen zulässigen Inte- 
grationsgebiete werden durch Variirung der Functionen (p und rp hervor- 
gehen, wenn dabei nur die der Grenzgleichung x(tu) = entsprechenden 
Werthe ungeändert bleiben. Dabei wird sich nach Analogie der einfachen 
Integrale herausstellen, dass eine solche Variation der Functionen (p und tp 
erst dann von Einfluss auf den Werth des bestimmten Doppelintegrals werden 
kann, wenn gewisse singulare Stellen überschritten werden *). 

Die vorstehenden Andeutungen mögen genügen, um zu zeigen, wie 
man bei Doppelintegralen mit complexem Integrationswege zur Keduction 
auf reelle Variabilität gelangen könne. 



*) In Bd. II der Mathematischen Annalen S. 304 hat Hr. Nöther „beiläufig bemerkt, 
dass schon die Doppelintegrale (algebraischer Differentialausdrücke) die Eigenschaft haben, 
bei stetig veränderten Integrationsgebieten zwischen denselben Grenzen im Allgemeinen 
sich stetig ändernde Werthe zu geben^. 
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Sur la nature arithm6tique des coefficients des s^ries 
integrales des äquations dUßPärentielles Unfaires. 

(Par M. S. Pincherle a Bologne.) 

11 trest peut-Stre pas sans int^rSt d'^noncer un th^oreme qai donne 
une condition n^eeBsaire ä laqnelle doivent satidfaire ies coefficients d'nne 
B^rie de paissances, integrale d'ane ^quation diff^rentielle Unfaire ä coef- 
ficients rationnel». On aborde ainsi ponr ces integrales ane qaestion ana- 
logne ä Celles qu'ont ^tadi^es Eisenstein et Heine pour Ies fonctions alge- 
briques, M. Tchebicheff ponr Ies fonctions compos^es d'nn nombre fini de 
fonctions alg^briqaes, exponentielles et logarithmiques, et M. Gomes-Teixeira 
ponr Ies integrales des öquations dififi6rentielles du premier ordre. 

Soit une ^quation lin^aire du mi^"»« ordre 



(1.) i:x\a^,+a,,x+'-+a,,x'')if^'\x) = 0, (a^, = 1) 
oü a^i sont des nombres entiers, et soit 

(2.) 9^(ar) = 1 c,x?+-, (c., = 1) 



II =0 



une inti^grale de cette ^quation. On sait que p doit etre une racine de 
r^^quation di^tenninante 

et je me bornerai pour le moment au cas le plus ordinaire, oü cette 6qua- 

tion est irr^ductible et la diff^rence de deux de ses racines n'est pas un 

nombre entier. 

Cela p()8(i, je me propose de di^montrer le th^orfeme suivant: 

„Les coefficients c„ de la sdrie (2.) sont des nombres alg^briques, 

appartenant au domaine de rationalit^ d^fini par F^quation (3.)." 

„Les coefficients des puissances de {f sont, dans ces nombres, des 

fractions qui, röduites ä la plus simple expression, ne contiennent au d6io- 
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minateur que des facteurs premiers pn tels que la limite de -^ , pour « = », 

est un nombre n^cessairement fini/' 

A cet effet, j'indique par E(p), ßi(e), ... des nombres alg^briques 
de la forme 

oü les coefficients ä,,, Äi, ... sont des nombres entiers, et par F(p), F^(fi)y ... 
des nombres alg^briques de la mgme forme, mais oü les coefficients sont 
fractionnaires. 

Les coefficients c« de la s^rie (2.) sont li^s par une relation r^cur- 
rente, et Ton aper5oit ais^ment que cette relation peut se mettre sous 
la forme 

Or il est facile de v^rifier que les premiers coefficients sont des nombres 
de la forme F(p); supposons qu'il en soit de mdme jusqu'au coefficient c,_i^ 
Ton aura 

ou, plus simplement, puisque le second membre est de la forme F(p): 

ß(p+«)c. = F(e). 

Soit Ä, le r^sultant des formes l>(p), Z> (?-[-»); R„ n'est pas nul puisque 
la diflKrence de deux racines de (3.) ne peut, par hypothfese, 6tre un nombre 
entier. On sait qu'il est possible de d^terrainer deux fonctions entiferes k 
coefficients entiers de p, et de degv6 m— 1, F„(p) et F'(p), telles que 

d'oü, par T^quation (3.), il r^sulte 

1 ^ gn(g) 

et par cons^quent 

Cette formule d^montre d'abord que si c,, Cj, ... c„_i sont des nombres de 
la forme F((>), il en est de merae de c„. En outre, on voit que F^(p) con- 
tient, dans les d^nominateurs de ses coefficients, le facteur /?„ en plus que 
F«_i(p); de mßme F,_i(p) contiendra le facteur ß^_i en d^nominateur en plus 
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que Fn-2(Sf\ et ainsi de suite. II en r^sulte que c, pourra s'^crire 

^ _ Mo) 



R^ R^,, . Rn 

Mais le rösultant R^ est du degr^ m dans les coefficients de Z)(p+fi), les- 
quels ä leur tonr sont de degr^ m en n; par cons^quent R^ contient n au 
degr^ m^ au plus, et peut s'^crire 

oü e^i, 61, ... sont des nombres eutiers. Le plus grand facteur premier p^ 
de Rn sera donc 

et par cons^quent -^ aura certainement une limite finie pour « = 00, c. q. f. d. 
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Bemerkung über elliptische Integrale, 

(Von Herrn Woldemar Heymann in Dresden.) 



In einer Nachschrift zur „Anzeige von Legendre, Theorie des Fonc- 
tions Elliptiques", Troisifeme Supplement (vergl. dieses Journal, Bd. 8, 
p. 413 — 417) giebt Jacobi die Darstellung des elliptischen Integrales erster 

Gattung mit imaginärem Modul in der Form P+^1^— 1. 
Er findet daselbst*) 

r^p d(p 

1 /•' dx 



)(l+Wrr)(l+/rar)(l-Aa:) 






0(1 +kXxXl +kxXl-3ix) 

wonn 

k := \-a-ey+f f + e^l ^ ^ }/(l-6)'+ff + ^-l 

Die Veränderlichen x und ip stehen in folgendem Zusammenhang 

,/- ^ (6' + Osin9) 



und hierin bedeutet 

b' = e+n'^, e = e-fi^X 

Bei Gelegenheit der Untersuchung von ^ft^/schen Transcendenten, 
welche unter der Quadratwurzel solche ganzen Functionen besitzen, die den 
sogenannten reciproken Gleichungen entsprechen, trat mir das oben be- 



*) Der Factor —j=-^ welcher in dem Ausdruck für das zu entwickelnde Integral vor- 
kommt, ist erst später in dem von Borchardt herausgegebenen Bd. I von Jacobis Werken, 
p. 382 berichtigend hinzugefügt worden. 
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merkte Integral mit complexem Modul ebenfalls entgegen, vnd es ergab sich 
für derselbe auf dem eon mir eingeschlagenen Wege nachstehende Zerlegung 
in die Form P+^l^-T: 

rv rfqp 1 /'»^ (V\-tDf-£l)dw_ 

wobei die Veränderlichen (p und w durch die Gleichung 

sin^q) 2w l f J 

an einander gebunden sind. 

Die Richtigkeit des Resultates wird leicht erprobt, wenn man in das 
gegebene Integral direct die letzte Substitution einführt, also an Stelle von 
(p durchweg w bringt. 

Es ist wohl augenscheinlich, dass die Jacofrt sehen Ausdrücke eine 
viel complicirtere Gestalt besitzen; überdies wird die Rechnung mit den- 
selben noch dadurch erschwert, dass die verbindende Substitution, d. h. die 
Gleichung zwischen x und cf in imaginärer Form (von der sie allerdings 
befreit werden könnte) auftritt. 

Dass trotzdem zwischen der Jaco6tschen Formel und der zuletzt auf- 
geschriebenen ein innerer und wesentlicher Unterschied nicht stattfindet, 

wird erkannt, wenn man in jener die Substitution 

w 

X = — —" 

\kX 
macht, gehörig reducirt und allerorts die Parameter e und f einführt. — 
Dann entsteht die neue Formel buchstäblich. 

In Anbetracht, dass der erwähnten Transformation eine fundamentale 
Bedeutung nicht abzusprechen ist, habe ich mir erlaubt, die vereinfachte 
Darstellung mitzutheilen. 

Dresden, Juli 1887. 
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lieber die Integraldarstellung der allgemeineren 

hypergeometrischen Reihe. 

(Von Herrn Paul SchafheitUn,) 



llerr Pochhammer hat in einer ausfuhrlichen Abhandlung (dieses 
Journal, Bd. 102, S. 76—159) die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten durch 
mehrfache bestimmte Integrale integrirt. Es dürfte vielleicht nicht un- 
interessant sein, das Hauptresultat jener Arbeit in kurzer tibersichtlicher 
Form darzustellen und gleichzeitig den Zusammenhang zwischen jenem Inte- 
grale und dem schon früher von Herrn Goursat *) ermittelten vor Augen 
zu führen. 

Sei 

(1.) ::jV-(a,r-6,)^^ = 0, 6o = 0: 



p=i) 



rfc^ 



(2.) ^(r-l)^^.^(rf,-a)^>(v) = 0, 

WO Op, bp, r, a von r unabhängige Grössen bedeuten; ist x ebenfalls von 
• unabhängig, so folgt: 

(3.) |y-(o,a.r-6,) *^|^ = 0. 

Nun setze man: 



(4.) y(x) = f xp{v)(f{vx)dv, 



9 



WO g und h von x unabhängig sind. Dann ist: 



(5.) 






<f 



^Wy^hfXpf+'ty-'^-"- 



*) Annales de l'Ecole Normale, sorie II, tom. XII, pag. 281. 
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Wendet man (2.) auf das letzte Integral an, so folgt: 

(6.) X.0 = [..^^r+/*il±£fci»-±£)^.,-.^... 



ff 



Setzt man in (5.) p—l an Stelle von p und addirt (5.) und (6.), nachdem 
man dieselben mit zwei unbestimmten Coefficienten Xp^^ und l^ multiplicirt 
hat, so ergiebt sich: 



(7.) 



,-i rf'"*y I i ,» dPy 



''p-i""'' /i*p^n'+*/>* 



dxP-^ ' '' dxi' 



^l ^ dv^-^ Jii J 1—15 ^ dt^"^ 

9 

Nun bestimme man x und X so, dass: 

Dann folgt: 

/o\ i ^p ^ öp_,ir— 6p_i, 

Summirt man (7.) von p = l bis «, so erhält man: 

denn das Integral in (7.) verschwindet wegen (3.) für jeden Werth von f>; 
es ist in (9.) zu setzen: 

(10.) ^, = ;^„ = 0. 

Bestimmt man nun g und h derart, dass die rechte Seite in (9.) verschwindet, 
so genügt y einer Gleichung «ten Grades, welche (1.) analog gebildet ist. 
Man setze: 

SO ist: 

irfp = (T+p+i)M-*P-i; ^0 = 0. 

Sind a, 6, a, r gegeben, so werden durch (11.) c und d eindeutig bestimmt; 
sind umgekehrt c und d gegeben, so lassen sich a, 6, a, r bestimmen. Um 

dies zu zeigen, multiplicire man die erste Gleichung (11.) mit (— 1)^ — n 
und addire von bis n, so folgt: 

(12.) i(-l)i>(a+l)(rj+2)...(a+j9)c, = 0. 

p-=A) 
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Nachdem aos dieser Gleiehaiig nten Grades o bestimmt ist. ergiebt sieh a, 
aas der Gleichung: 

(13.) i(-l)''(a+l)(a--2)...(o-:-p)c^ = («iy(a-|-l)(a-^2)...(a-r*-hl)a.. 
p=ii 

FUr r nud b, erhält man die analogen Gleichungen: 

(U.) i(-iy(r+2)(T^3)...(r+p)rf,=:0, 

(15.) i(-l)''(T^2)(T-r3)...(T -;,)</, = (-l)'(r-:-2)(r ^-3).. .(r-«+l)6.. 

Der Zusammenhang zwischen den Coefficienten der ursprünglichen 
Differentialgleichung und denen der neuen: 

(16.) ix''-«(c,x-rf,)-^ = 0; rf.. = 0, 



p^il 



dxf 



Stellt sich sehr einfach dar, wenn man von derjenigen Form von (1.) aus- 
geht, welche ich in meiner Dissertation *) die Normaltbrm genannt habe; 
man liberzeugt sich leicht, dass dann auch (16.) in der Normaltbrm auftritt. 
Sind Äi, Ä2, ... k„ die singulären Punkte der Differentialgleichung, 
e^,, fUr ,a=l, 2, ... n; y = 1, 2, ... it constante Grössen und bezeichnet 
man mit Ä^ die elementare symmetrische Function rten Grades der Grössen 
k und mit @(t, e^) die elementare symmetrische Function rten Grades der 
Elemente der ,uten Gruppe: f^i, f^,>? ••• V/' ^^^^ ^^*- 



(17.) ä(^, /') = i (-ly- -^;^r ^^ i •>; 



ferner : 



,.«^ hiHe-i, f,) = 2:h(x, .u)<S(?-.", O 



(IJll) 



SO ist: 



(19.) i Slic-ir^C«-/». ^-.)Ä.^H = 

die erwähnte Normalform der Differentialgleichungen wter Ordnung. 
Aus (17.) folgt sofort: 

(20.) ü(A, u+l) = ^(k, .a)+ä(A-l, fi) cA^i), 



*) Ueber eine gewisse Klasse linearer Difforeutialgleichungen. Halle a. S. 1885. 
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ftmtr: 

'2K S% i: = <J: \% 1, = 1 

Obd faieraaii in Verbindniig rnit '[20.^ : 

^22.) Vi;o) = (i^-) 

Dnd 

^23.: ,0., ;.; = 1. 

Wegen ^22.^ darf in '^l'^.^ ^^ '1'^ untere Grenze der .Srnnme x gesetzt 
werden. .Schlieftslieh fol{ft au» '^l?/: 

y ^- r '— !/"**• '»'-1/ 

Da für z=0 die innere Summe versrhwinik-t und deren Anfangbglied für 
jedes andere '/., so folgt: 

oder 

Setzt man f^,, — l an Stelle von f,, tür jeden Werth von r, so 
ergiebt ßich leiclit aus der Theorie der algebrai:?ehen Gleichungen die 
Formel : 

(250 2:?-/'. ^- 1: - .![ ,..;^^, . 2>-i, o. 

Vermittelst (20.^. (24.) und (2o.^ beweist man i^ofort die Richtigkeit der 
Formel : 

Um (1.) auf die Xorraalforni der 'w— l^ten Ordnung zu bringen, 
muss man setzen: 

deswegen treten in (1.) nur die Kiemente der letzten und vorletzten Gruppe 
auf: nennt man dieselben «j, a.. ... ff, ^ und (^. (/j. ... p,_2? so hat man 
zu setzen: 

(27.) fl^ = SÖ(/*-A;-l. r..: = :i^>, m:S>-£i-1, «,) o^», 



I« 



(28.) b, = i&(n-p-L y.) =-- I\5>-1. »: 3>-«-2, (»,) C'^»). 



*i^l 
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Aus (27.) folgt in Verbindung mit (11): 
c, = 'i'|ä(p, ^)+(ty+/^+l)ä(p~l, .u)}®(n-.u^l, O ü>^2) 



und vermöge (20.): 



c, = "i'u(p, i^+l)+(^+l)ä(P. /^)l@(w-.^-l, «k) ^''^'> 



oder wegen (21.): 



(29.) 



c,= £ i(p, ,u)®(u-n, «,) 
fl=l 



Setzt man 

(30.) a+1 = a, 

und bezieht alsdann @ statt auf «i, «2? ••• ««-i auf die Grössen «i, «2, ... «,, 
so folgt nach einer bekannten Eigenschaft der symmetrischen Functionen 

aus (29.): 

(31.) c^ = 1 a(p, u)(B(n-lu, «,) = a3(n~p, «,) (p^^). 

Man tiberzeugt sich leicht durch (11.) von der Richtigkeit von (31.) auch 
für p = und 1. Setzt man 

(32.) T+2 = p,_,, 

so folgt analog aus (28.): 

(33.) d, = »(n-p, p,); 

aus (31.) und (33.) folgt, dass (16.) thatsächlich in der Normalform auftritt 



Es erübrigt noch, die Grenzen g und h zu bestimmen. Wegen (30.) 
und (32.) folgt aus (2.): 

^(t,) = tj"""'(l-r)^"-^""«"\ 

abgesehen von einer willktlrlichen Constanten. 
Man überzeugt sich sofort, dass 

P=i dv'^ 

für f? = 0, 1 oder oo verschwindet (für t? = 1 verschwindet die Summe 
wegen (3.) identisch), sobald das Integral (4.) selbst einen endlichen Werth 
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besitzt; bei Einftlhrung dieser Grenzen ist somit (4.) eine Lösung von (16.), 
sobald es überhaupt endlich ist. 

Doch übersieht man sofort, dass eine der Grenzen auch eine Func- 
tion von X sein kann, wenn nur für diese Grenze 

dg> d ~ (p 



(p(vx), 



rfx ' • • • dx'-' 



r-\-k 



verschwindet; dies kann für den Werth 

(35.) r = ^ 
Stattfinden. Denn setzt man: 

(36.) (p(v) = i/i(l~^) 

so ergiebt sich zur Bestimmung von r aus (1.): 

(37.) r(r-l)...(r~ii+3)(r~ii+2+a«_,-6„_2) = 0. 

Ist r = 0, 1, ... 11—3, so genügt (p(vx) für c = — den obigen Bedingungen 
nicht. Die letzte Klammer geht vermöge (22.), (27.) und (28.) über in: 

r-ii+2+@(l,ai, ... «„_,)-®(l^en ••• (fn-2)+h(n-2,n-l)-i(n-S,n-2) = 
oder nach (20.) und (23.): 

(38.) r = Pi+(>2 + ---+en-2-(ai + «2H h-^n-i)' 

Ist nun 

(39.) r+l>/i, 

so ist in (4.) auch die Grenze — zulässig, vorausgesetzt, dass für (p(f>x) 

die an der Stelle v = — mehrdeutige Lösung eingesetzt wird. Damit aber 

das Integral (4.) alsdann endlich ist, braucht nur die Bedingung 

(40.) r + l>0 
erfüllt zu sein; es lässt sich zeigen, dass man in der That sich von (39.) 
befreien kann. 

Differentiirt man (16.), nämlich: 

(41.) ia.^-M83(^-p, «,>-83(/i-p, (>.)! fi = 0, 
so folgt vermöge (26.): 

(42.) i^^-NS3(^-P. a,+l)x-^(n-p, p, + l)|-^^^, = 0. 

Hieraus erkennt man, dass -^ eine Lösung derjenigen Differentialgleichung 

ist, welche aus (41.) dadurch entsteht, dass «^+1 und (>,.+l an die Stelle von 
«y und Qy getreten sind. Bezeichnet man eine Lösung von (42.) mit yi(x) 
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nnd differentiirt (4.), nämlich: 



1 



(43.) y{x) = /*%"-"' (!-«/-'""""' <y(ex)rft>. 



9 



80 erhält man, wenn (39.) erftlllt ist: 



1 



(44.) y,(a;) = f «""(l-e)^"->"'"-"V,(eaj)rfe. 

9 

Für «^ = «^+1 und p'^— p^+l, die Elemente von 7),, gilt alsdann die Be- 
dingung: 

e;+e;+-+e:-2-(«;+o;+-+«:-,)+2 > n 

oder 

Dieses Verfahren lässt sich so oft wiederholen, als das Integral endlich 
bleibt, und hieraus sieht man, dass für die Grenze — nur die Bedingung 

(40.) nöthig ist. 

Demnach können in: 

(45.) y(x) = /V""'(l-t))*'-*~""~'y(«aj)rfe 

9 

g und A zwei beliebige der Grössen 0, 1, x), — bedeuten, sobald nur das 
Integral selbst endlich ist und bei der variablen Grenze — die an der Stelle 

r = — mehrdeutige Lösung für y(t?ar) substituirt wird. 

Die an der Stelle a? = 1 mehrdeutige Lösung ist: 

1 

(46.) y(x) = f\'''~\\-vf'-'~''-'~\(f>x)df), 

1 

wie sich leicht zeigt, wenn man setzt: 

1—vx = fi(l— a?). 
Wendet man (45.) auf sich selbst an, so folgt: 



(47.) 



/ •••/ (1— Xf?,t?2...t?n-l)~'" 

Ol Oi 9n— 1 

X ^»:i;; , ( 1- e, _p.M)'''-*""'~'rf«,_,+ . , 
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WO als Grenzen 0, 1, (x> für irgend eine Integration zu nehmen sind und 

ausserdem für h^: doch ist zu bemerken, dass, wenn diese 

variable Grenze bei einer Integration auftritt, die Grenzen sämmtlicher fol- 
genden Integrationen wegen (46.) 1 und die entsprechende variable Grenze 
sein müssen; dann ist, sobald das Integral endlich ist, (47.) eine Lösung 
von (41.). Für die Grenzen und 1 ist (47.) schon von Herrn Goursat 
abgeleitet worden, für die anderen Grenzen nur für n = 3. 



Setzt man in (47.): 

(48.) r,_, = 



(49.) 



SO gelten für t^_i dieselben vier Grenzen wie für f?„_i, und man erhält bis 
auf einen constanten Factor, wenn für l^_i wieder t?„.i geschrieben wird: 

Setzt man: 

(50.) /«^-^«+1 = <' 

so geht das Integral (49.) in (47.) über mit Vertauschung von a^ und «2- 
diese Vertauschung ist unwesentlich, da die Grössen a unter sich und g 
unter sich vertauscht werden können, ohne dass (41.) geändert wird. Man 
erkennt somit, dass yict^fifr^x) und x^'^\y(ot[^g[^x) Lösungen derselben 
Differentialgleichung sind. Wegen der Vertauschbarkeit der Elemente p 

folgt hieraus, dass auch y(cf,,, p^, a:) und x^^^^yict^^ q^, x) Lösungen der- 
selben Differentialgleichung sind, wenn: 

«V = Of^ — P;. + l, 

9v = P -P>i+1 <'^>); Ca = 2-pi. 
Diese Eigenschaft der Differentialgleichung (41.) lässt sich auch unab- 
hängig von der Darstellung der Lösungen durch bestimmte Integrale un- 
schwer beweisen. 

Setzt man in (51.) ^ = «—1, so ist nach (4.): 

(52.) y(a'^, q\, x) --= /V»- (1 -»)«*»-> -«»"VK, ?k, x)dv. 



Q. = Q — 
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Substitüiit man in (52.) 

rar = t^ 

80 gehen die Grenzen 0, 1, sc, — über in 0, x, oo, 1 und man erhält: 



9i 



Nach der obigen Bemerkung folgt hieraus: 

(53.) y(a^, p,, x) = re^^-'-Xt-^xy^'^cpCa'^, ?;, 0*- 



i^i 



Dies ist die von Herrn Pochhammer*) gegebene Form, aus welcher sich 
ebenso wie oben ein («— l)-faches Integral ergiebt, dessen zu integrirende 
Function lautet, wenn flir t wieder t? gesetzt wird: 



(t^n-i-x)"^"t.nV^-^ (t..- 1)^'-^^-^ n (t^p-i- v.y^-^^^'vitr'-' 



Nimmt man 0, oc, 1 und x resp. ««-i, t?,_2? . . . «?2 als Grenzen, so 
befriedigt das (n—l)- fache Integral die Gleichung (47.), sobald es endlich 
ist und sobald, wenn bei einer Integration die Grenze 1 auftritt, in allen 
folgenden Integrationen als Grenzen 1 und die variable Grenze gesetzt 
werden. 



*) a.a.O. vergl. Formel (83.)— (86.). 

Berlin, im December 1887. 
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lieber einen Satz von Dirichlet. 

(Von Herrn A, Meyer in Zürich.) 



V\ ie schon Dirichlet selbst bemerkt hat, lässt sich der von ihm 
bewiesene Satz über die arithmetische Progression auch auf quadratische 
Formen ausdehnen: „. . . on prouve non seulement que toute forme qua- 
dratique renferme une infinit^ de nombres premiers, mais encore qu'elle en 
contient qui soient d'une forme lin^aire quelconque compatible avec la forme 
quadratique donn^e''*). Die erste dieser Behauptungen ist von Dirichlet 
nur für einen Specialfall, allgemein aber von Herrn H, Weber bewiesen 
worden **), während fUr die zweite noch kein Beweis veröffentlicht zu sein 
scheint. In vorliegender Arbeit soll, in möglichst engem Anschluss an die 
FKeftersche Abhandlung, diese Ergänzung beizubringen versucht werden. 

1. Der zu beweisende Satz lautet genauer formulirt folgendermassen : 

Jede eigentlich primitive binäre quadratische Form ax^-\-2bxy-{'Cy\ 
deren Determinante D = b^—ac kein Quadrat ist, stellt unendlich viele Prim^ 
zahlen dar, welche zugleich in einer gegebenen mit den Charakteren des Ge- 
schlechts jener quadratischen Form verträglichen primitiven Linearform Mx-\-N 
enthalten sind. 

Es genügt den Fall zu betrachten, dass M durch 16 und durch D 
theilbar ist. Es sei 

wo /?i, ^2? ••• von einander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten, 
a, Tij, 7^21 • • • positive ganze Zahlen (n > 3). Ferner seien gr^, g.^^ ... 
Primitiv wurzeln für die Moduln pj, pj, ... bezw., n eine relative Primzahl 
zu M; dann kann (D. § 131) stets gesetzt werden 



*) Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, t. X, 285. 

**) Math. Annalen, Bd. XX, p. 301. Ich werde diese Abhandlung kurz mit W., 
die Diric/i/e/schen Vorlesungen über Zahlentheorie mit D. citiren. 
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n = (-l)«ö^ (mod. 2*^), n=:gl'' (moi.p''/) («=1,2,...), 

wo die Indices a, ß, y^ bezw. nach den Moduln 2, 2''~^, /?^*"'*(/?^— 1) voll- 
ständig bestimmt sind. Sind nun (D. § 133) ö, 1;, cS, irgend welche Wurzeln 
der Gleichungen 

so heisse das Product 

ein Charakter der Zahl it (mod. Jtf) und werde mit r(n) bezeichnet. Die 
Anzahl der Charaktere von n für den Modul M ist = 2''"'p?~^(pj— 1) •• = (p{M). 
Dem Werthsysteme ö = ?; = eöi = cÖ2 = --- = 1 entspricht der Hauptcharakter. 
Die den Werthsystemen ö=+l, iy = ±l, cSi==+l, ... entsprechenden 
Charaktere mögen ambig, die übrigen imaginär, Charaktere r und t"\ die 
Systemen von conjugirten Wurzeln 0, t], cDi, ... und ö"\ i;~\ cD,"^, ... ent- 
sprechen, ebenfalls conjugirt heissen. Die ambigen Charaktere sind sich 
selbst conjugirt. 

Von den Formen der Determinante D sollen, wenn D negativ ist, 
nur die positiven in Betracht gezogen werden. Die Klassen der zur Deter- 
minante D gehörigen eigentlich primitiven Formen lassen sich durch Zu- 
sammensetzung aus einer gewissen Anzahl von Fundamentalklassen 0i , ©27 ••• ^v 
erhalten (W. § 1 u. 2). Bezeichnet man die Zusammensetzung von Klassen 
in derselben Weise wie die Multiplication von Zahlen, so lässt sich jede 
Klasse in die Form bringen 

= 0{^&,\..&;, 

und man erhält jede Klasse ein- und nur einmal, wenn man «1, 82^ ... Sy 
vollständige Restsystenie bezw. nach den Moduln «1, 112, ... n^ durchlaufen 
lässt, wo n^ den Grad von 0^ bedeutet, d. h. den kleinsten (positiven) 

Exponenten, für welchen 01" zur Hauptklasse wird. Die Anzahl der Klassen 
ist demnach 

Von den Zahlen n^ mögen «1, «2, ••• »x-i gerade, nx, «i+i, . . . Uy 
ungerade sein. 

Sind «>i, cüj? ••• ^v irgend welche Wurzeln der Gleichungen 

o)'{^ r= 1, «>*• = 1, ... c«;;»' == 1, 

13* 
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80 entspricht jeder Klasse = &\'02'...0''y eine bestimmte Ate Wurzel der 
Einheit 

welche mit /(0) bezeichnet werden und ein Charakter der Klasse heissen 
soll (W. § 1). Auf diese Klassencharaktere x finden dieselben Benennungen 
Anwendung wie auf die Zahlcharaktere r. Die Anzahl aller Charaktere / 
ist hy die Anzahl der ambigen unter ihnen 2^"^; sie seien 

Ist X irgend ein Charakter, so mögen die Producte 

XXi^ XXii • • • XX2^-i 
der zu x gehörige Complex heissen und 

X Xii X X'ii . • . X X2^-\ 

der conjugirte Complex. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass der zu x gehörige Complex sich selbst conjugirt sei, ist: 
Für jede Klasse muss sein 

/ = 1; 

d. h. die Wurzeln cw^ müssen vierte Wurzeln der Einheit sein. 

2. Die eigentlich primitiven Klassen der Determinante D seien 

und mögen repräsentirt werden durch die Formen 

Diese Formen können und sollen so ausgewählt werden, dass sämmtliche 
Coefficienten positiv sind. 

Der Beweis stützt sich auf die Betrachtung der Reihe 

in welcher sich die Summationen -2" auf alle Werthe von a?, y er- 
strecken, die 

V\ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 

2". die betreffende Form \p = ax^-{-2bxy-\-cy^ zu M relativ prim machen, 

3'\ für positive Determinanten den Bedingungen genügen: 
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'p r FT 

WO y = — jj — , wenn mit T^ U die kleinste positive Lösung der Gleichung 

T-DlP=^l bezeichnet wird. 

So lange « > 1 ist, hat die Summe L einen endlichen, von der An- 
ordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth. 

Die Reihe V ist zunächst in ein Product umzuformen. Es sei f 
eine nicht in M aufgehende, durch die Klasse 0-^ darstellbare Primzahl. 
Dann gilt für « >> 1 die Gleichung : 

i-^c/')r^- 

(i-^(0)r(/-)r')(i~;t(®-o<oro 

= i+(/(0)+/(0-o)</)r'+a(0O+/(0-O)^(r)/^-''+-- 

Lässt man f alle in M nicht aufgehenden Primzahlen durchlaufen, von 
welchen D quadratischer Rest ist (welche also durch Formen der Deter- 
minante D dargestellt werden können), und bildet das Product dieser 
Gleichungen, so kommt 

WO das erste S rechts sich auf alle positiven ganzen Zahlen m erstreckt, 
welche zu M prim sind und von welchen D quadratischer Rest ist, das zweite 
-2 aber auf alle gleichen oder verschiedenen Klassen 0, denen eine Gruppe 
von eigentlichen Darstellungen der Zahl m entspricht (W. § 2). Bezeichnet 
man mit x die Anzahl der Darstellungen einer Gruppe (x = 1, 2, 4, je 
nachdem D>1, <C— 1, =-1), so wird 

Durchläuft g alle Primzahlen, welche in M nicht aufgehen und von 
welchen D quadratischer Nichtrest ist, n alle relativen Primzahlen zu M, 
so ist 

^<!L!)_ = 77 l 77 ^ 

Diese Gleichung mit der vorigen multiplicirt giebt, wenn der Kürze wegen 

G ^ xn ^ 



gesetzt wird: 



(i.) 



i = x(0,)^^+-+x(0O^^ 



=-. an ^ 



i)--xi.Q>(.Of-')i^-x(.^-'>(f )(-')' 



102 A, Meyer, über einen Satz von Dirichlet. 

WO die -2 sich auf alle x, y erstrecken, welche den Bedingungen 2", 3** 
genügen. 

Durch Logarithmirung und Entwickelung folgt 

(11.) ,„gA = :,.««)^i?:l,(ß+^:sim+Äi.(n+---. 

L und G sind im Allgemeinen imaginär: der imaginäre Bestandtheil von 

log-^ = logZr— logG ist zwischen —ni und 4-^t zu nehmen. Da es h 

Charaktere /, y(^ Charaktere t giebt, so repräsentirt jede der Gleichungen 
(I.) und (IL) h.(p(M) Gleichungen, die indessen nicht sämmtlich ver- 
schieden sind. 

3. Zwei Reihen L mögen identisch heissen, wenn jedem Nenner v^ 
in beiden derselbe Zähler x(^x)^(%) entspricht, wobei entgegengesetzten 
Klassen 0, und ©J^ entsprechende Glieder zu unterscheiden sind. Sind 
also zwei Reihen L' und L", die bezw. den Charakteren x', r und /", t" 
entsprechen, identisch, so muss für jede durch Formen einer beliebigen 
Klasse eigentlich darstellbare zu M theilerfremde Zahl m sein 

oder, wenn /, r diejenigen (einzigen) Charaktere bezeichnen, für welche 

(1.) /(0)T(m) = 1; 
also, wenn 0= &{&{... Q*^ ist und «, /?, ^i, y?, ... die Indices von fit sind: 

Ist die Hauptklasse, so ist «j = «^ = ... = «^ = und m lässt sich so 
wählen, dass seine Indices alle bis auf einen gleich sind, der ausge- 
nommene gleich 2. Hieraus folgt, dass 

ö = ±l, i? = ±l, cöi = ±l, 0)2 = ±1, ... 

d. h. r ambig sein muss. Dasselbe gilt auch von %; denn ist = 0^, so 
können die Indices von m sämmtlich gerade gemacht werden, wodurch sich 
obige Gleichung auf a>^ = 1 reducirt. Also muss sein 

Nun kann (W. § 2) jeder ambige Charakter /(0) in die Form gebracht 
werden 
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m — 1 m* — 1 

WO (^ = ±1, «=±1 ist, Q ein positiver ungerader Theiler von J5(incl. 1). 
J kann nicht negativ sein, wenn D ^1 (mod. 4) oder ^ 2 (mod. 8); e kann 
nicht negativ sein, wenn D ^^ 1 (mod. 2) oder ^ 4 (mod. 8), und für Z) =^ 6 
(mod. 8) muss cJ = « sein. 

Bezeichnet man mit S^ das grösste in D == D'S^ aufgehende Quadrat, 
mit P' das (positive) Product aller in D' aufgehenden ungeraden Primzahlen 
und setzt (D. § 52): 

(^' = +1, «' = +!, wenn D' = l (mod. 4); 

(y' = ~l, €' = +1, wenn D' = S (mod. 4); 

(J' = +l, £' = -1, wenn D' = 2 (mod. 8); 

(?' = -!, «' = -1, wenn D' = 6 (mod. 8); 

so findet fllr jede (durch ^''ormen der Determinante D darstellbare, zu M 
Iheilerfremde) Zahl m die Bedingung statt 

m — 1 m' - 1 

(a.) J' — e'-^(^) = 1. 
Ferner lässt sich jedes ambige t in der Form schreiben (D. § 135): 

wo P das Product derjenigen ungeraden Primfactoren von M bedeutet, denen 
eine negative Wurzel (B entspricht. Für jedes m muss also 

m— 1 Mi*— 1 

sein, was mit Rücksicht auf die Bedingung («.), der die Zahlen m unter- 
worfen sind, nur möglich ist, wenn 



entweder e=(J, rj = e^ P^Q oder ö = JJ', ?? = ««', P==QP\ 



wo Q, QP' aus Qy QP' entstehen, wenn man daraus sämmtliche quadratische 
Factoren weglässt. x ist ^^^ beliebiger der 2*~^ ambigen Charaktere; jedem 
X entsprechen zwei r. Die Gleichung (1.) hat also im Ganzen 2^ Lösun- 
gen; d. h. f)on den h.cp^M) Reihen L sind je 2^ unter einander identisch. 

Auch nicht identische Reihen L können gleiche Werthe haben; doch 
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können nicht mehr als 2' Reihen gleichen Werth haben mit der ßeihe 

1,^1, -,1 



L, = 2 



welche den Hauptcharakteren / und r eutöpriclit. 

4. Es ist jetzt zunächst zu untersuchen, ob identische L demselben 
Charakter ;f, aber conjugirten imaginären Charakteren r entsprechen können. 

Sind von den ungeraden Primfactoren von If pi, pa, . . . p^ diejeni- 
gen, welche auch in P' aufgehen, p^+i, p^+2r ••• die übrigen, so müssen 
alsdann die dem Charakter r entsprechenden Wurzeln den Relationen ge- 
nügen : 
e-' = d'6, 71-' = eVy, m^' = 

oder 



77V - 1 



l-l _ 



i-1 — 



— (O,, ... lü^ = —lü^, «>i.;i = «>^ + l, <^^+2 — ^f, + 2, .• 



CD 



Ö^^J', rj'=:e', cöl = ö)l= .--=cö^=-l, cs;^, = cö^^, = ... = 1, 



woraus 



cöj = +t^ a>2 = ±f. 



... 



^^=^±i, Ö)^-fl=±l, «>;,+2 = ±l, 



... 



S' muss gleich 1 sein, also D' =^ 1 (mod. 4) oder ^2 (mod. 8), tj muss 
gleich ±1 sein (und ,u> 0, da sonst t reell), wenn e = +1, dagegen tj = ±i, 
wenn e' = —1; beides lässt sich in der Gleichung t] = ±f^'"^ zusammen- 
fassen. Die Primzahlen pi, ... p^ mUssen also sämmtlich von der Form 
4« 4-1 sein, also auch P'^ daher D positiv. 
Somit nimmt t(iw) die Form au 

T(m) = e^(±i''-y{±iy\..(±iy^(±iy^^x±iy^-^\.., 

wobei (wegen 3. («.)) die Bedingung gilt: 

(D'-\)ß+ri+r-2+'"+rM = O (mod. 2). 

Zweitens ist noch der Fall zu untersuchen, dass der Charakter / 
imaginär und sein Complex sich selbst conjugirt ist, also /* = 1 (Art. 2). 
Dann muss wenigstens eine der Wurzeln Wj, (v,, ... a}i_i imaginär (= ±t) 
sein, es seien die Wurzeln coi, cj^, . . . (o^; daher «i, »2, ... n, durch 4 
theilbar. In der Reihe L hat dann die Summe der Glieder, für welche 
x(OJ) = ±i ist, den Werth 0, da in derselben paarweise entgegengesetzte 
Klassen vorkommen, denen entgegengesetzte^ Glieder entsprechen, und für 
ambiges 0^ z(6^x) = ±1 ist. Ist aber 

= 0I'05-'...0'/ und yX0) = (±ty'(±0''-'(±«y*(±l)'*^'-(±ir"' = ±1, 
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80 muss 

8l+S2-\ h** = (mod. 2) 

sein. Ist also 

jrfi(m-l)^fft(»n«-l) ( ^ \ 

derjenige ambige Charakter, welcher der Annahme 

O), = 0)2 = ••• == CO, = —1, £0,^1 = (0^-2 = • • = w^ = +1 

entspricht, so findet fllr alle Klassen 0, für welche /(0) = ±1 ist, die Glei- 
chung statt 

wo weder d" = 1, «" = 1, P" = 1, noch r = cT', ^^ = e', '"' = P' »ein kann. 
Hieraus folgt, dass mit der Reihe L, welche den Charakteren / und r 
entspricht, noch drei andere, demselben x entsprechende gleichen Werth 
haben, nämlich ausser der damit identischen noch die beiden Reihen, welche 
demjenigen Charakter rr" entsprechen, für welchen 

T"(m) = cy"4(-^>5"i^-'-^>(-^) oder = (J'(J'')4(--i)(,',-)i(--^)(_^ 

Dem Complex eines solchen Charakters x entsprechen demnach 2^~^4 = 2^+* 
gleiche Summen L Ob noch andere L diesen gleich werden, kann hier 
unerörtert bleiben. 

5. Die Reihen L sind nun in drei Arten zu unterscheiden: 

Die den Hauptcharakteren entsprechende Reihe L^ und die mit ihr 
identischen sollen erster, die den übrigen ambigen Charakteren (x ^^^ '^) 
entsprechenden zweiter, alle übrigen dritter Art heissen. (Sind x' ^^^ '^*' 
ambig, x ^^^ ^' nicht beide ambig, so können die entsprechenden L nicht 
identisch sein; denn ist wieder x' =x"X9 ^' = t"t, so würde die Identität er- 
fordern, dass X ^^^ ^ ambig wären, also auch / und r, gegen die Voraus- 
setzung.) 

Es muss nun das Verhalten dieser Reihen untersucht werden, wenn 
« = l+p abnehmend gegen 1, also p gegen convergirt. 

Von der Reihe L^ steht fest (D. §§95, 98), dass sich das Product 
pLi einem positiven endlichen Grenzwerthe gh nähert, wenn p gegen 

convergirt; daher wird Li unendlich wie ^—. 
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Die Reihen zweiter Art sind von der Form (Art. 3) : 

wo m die sämmtlichen positiven zu M theilerfremden Zahlen darchläuft, 
von welchen D quadratischer Rest ist, ^ die Anzahl der verschiedenen Prim- 

factoren von m bedeutet und wo die Combinationen = S, ^==«^ P = Q ^nd 
= ^^, Tj:=ee*, P z=z Qp ausgeschlossen sind. 

Ist Fl das Product aller verschiedenen Primzahlen, welche in Pß 
in ungerader Potenz aufgehen, 5^ das Product aller deijenigen verschiedenen 
Primfactoren von M, welche in 2Pi nicht aufgehen, so setze man (D. § 135) 

/>i = ± PiSl = l (mod. 4), wenn Jd = +1, €iy = +l, 

A = ± PiSi' = 3 (mod. 4), wenn cJö^-l, «i? = +l, 

Z)i = ±2P,Si' = 2 (mod. 8), wenn (Jd = +1, «i? = -l, 

Di = ±2PiSi' = 6 (mod. 8), wenn cJö^-l, 6iy = -l. 

Dann ist 2Z)i durch D' theilbar; es sei W^ = /)'/)", wenn Di ungerade, 
D' gerade ist, in den Übrigen Fällen D, = /)'/)". Die vorige Gleichung 
lässt sich jetzt schreiben 



wo m wie früher alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, welche zu 2Z)'D" 
(d.h. zu M) relativ prim sind und von welchen D' quadratischer Rest ist. 
Also ist, wenn f dasselbe bedeutet wie in Art. 2 

= »g(l-r-'-)g , '„, n ' 



<^>- '-(^>-' 



wo r alle Primzahlen durchläuft, welche in 2D'D" nicht aufgehen; oder 
endlich 



L2 == X 



Ki^y-K^)-- 



Sn 



—tt 
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WO die Sammationen sich anfalle positiven ganzen zn 2D' D" theilerfremden 
Zahlen erstrecken. Diese Summen hahen aber für « = 1 endliche, von Nnll 
verschiedene Grenz werthe (W. §4), also auch La, 

6. Um dasselbe auch für die Reihen L^ darzuthun, setze man in 
Gleichung (11.) Art. 2 filr r successive alle Charaktere ein und addire die 
so erhaltenen (p(M) Gleichungen, so erhält man (D. § 136): 

Die erste Summe links erstreckt sich auf alle Primzahlen f, welche ^ l(mod. M) 
sind, die zweite auf alle diejenigen (von den in Art. 2 definirten) Primzahlen/^ 
für welche /^ ^^ 1 (mod. M) ist, u. s. w. 

Was G anbetrifft, findet man leicht, dass es fUr alle 8"^^ einen 
endlichen von Null verschiedenen Werth hat, der sich mit s stetig ändert 
Ist T ambig, so ist G reell und positiv; ist r imaginär, so kann auch G 
imaginär sein; für conjugirtes t""^ entspricht dem G ein conjugirtes G' und 
(wie aus (1.) erhellt) dem L ein conjugirtes L\ weswegen auf der rechten 

Seite der Gleichung (111.) die imaginären Quotienten -^ immer paarweise 

L L' LV 

conjugirt auftreten und die entsprechende Summe log-^ +log^7- = log^^^ 

reell ist (ihr imaginärer Bestandtheil muss zwischen —271% und +2n% liegen). 
Ist X auibig, so ist in Gleichung (111.) x(ß) = x(^^) = 1, da jede 
Klasse 0, welche eine Primzahl f darstellt, die ^ 1 (mod. M) ist, ins Haupt- 
geschlecht gehört; daher geht in diesem Fall die Gleichung über in 

Da es für jedes x zwei (]!haraktere r giebt, filr welche zwei Reihen 
L identisch werden, und speciell für jedes ambige x zwei r, flir welche 
L = Li wird, so kommen auf der rechten Seite von (111.) je zwei identische 
L vor und in der vorigen Gleichung zwei L, die den Werth L^ haben. 
Behält man von je zwei identischen L nur eins bei, so geht die vorige 
Gleichung über in: 

(IIP.) <p(lU)\2J^+^2-^+...\ = ^log^. 

Es soll nun später (Art. 8— 10) bewiesen werden, dass die Reihen 
Zr(p) zweiter und dritter Art für p ^ endliche und stetige Functionen von 

14* 
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Q sind mit ebensolchen Differentialquotienten, sodass, wenn 

gesetzt wird, eine Gleichung der Form stattfindet 

wo die Ableitungen ^'(p) und f[(f)) von /"(p) und /;((>) stetige (also endliche) 
Functionen von p sind, so lange p ^ 0. 

Mit Hülfe der Gleichungen (III.), (HI"), (ß-) lässt sich nun dar- 
thun, dass auch ^3(0) von Null verschieden sein muss. Wäre nämlich 
L^(0) = 0^ so würde aus (ß.) folgen, L3(p) = p/, wo t endlich bleibt, und 
das conjugirte L'^(fi) = p/', also L3(p)Zr3(p) = Q^tt', wo //' endlich und 
positiv ist, jedoch mit p zugleich gegen Null convergiren kann. 

Würde nun erstem fllr ein ambiges x ^3(0) = 0, so würde auf der 
rechten Seite der Gleichung (IIP.) ein entsprechendes Glied log(p/) auf- 
treten. Gesetzt es kämen daselbst m Paare von nicht identischen conjugirten 
L3 vor, für welche Zr3(0)^ü, und ausserdem n mit p verschwindende Lj, 
die mit ihren conjugirten identisch sind (Art. 4), so nähme jene Seite die 
Form an 

(2w+ii-~l)logp+log7; 

wo /' endlich bleibt. So lange aber 2fw+w— 1^0 ist, bleibt dieser Aus- 
druck endlich oder wird negativ unendlich, wenn p gegen convergirt, 
während die linke Seite von (IIP.) positiv unendlich wird wie — logp *); 
daher muss m = « = sein; w. z. b. w. 

Ist zweitens x imaginär, so summire man die Gleichungen, die man 
aus (III.) erhält, wenn man x ^'l^ Charaktere durchlaufen lässt. Man be- 
kommt: 

(IV.) 2AK^)|-ri,-f|^-^+...} = ^^log^, 

WO links das erste -2* sich über alle Primzahlen f erstreckt, die e^ 1 (mod. M) 
sind und sich durch die Hauptklasse darstellen lassen. Auf der rechten 
Seite kommt das Glied log Li genau 2^ -mal vor. Ausser diesen Gliedern 
könnten nach dem Vorhergehenden nur noch solche Glieder unendlich 
werden, welche von der Form logLj sind und imaginären x entsprechen. 



*) I). § 137. Dasselbe ergäbe sich übrigens auch aus den obigen Gleichungen mittelst 
der Annahme Z> = — 1. 
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Diese x würden dann in eine Anzahl von Complexen ans 2^"^ Cha- 
rakteren zerfallen. Wären unter diesen Complexen m Paare von conjugir- 
ten, ausserdem n sich selbst conjngirte, so erhielte man auf der rechten 
Seite von (IV.) einen Ausdruck von der Form (Art. 4): 

2\2m+2n-l)logQ+\ogr, 

wo r endlich bleibt. Sind m und n nicht beide Null, so würde demnach 
für p = die rechte Seite negativ unendlich, während die linke nicht negativ 
sein kann. Daher muss m = « = sein ; w. z. b. w. 

7. Nachdem bewiesen, dass Zr2(0) und L^(0) nicht verschwinden, 
ergiebt sich der anfangs aufgestellte Satz wie folgt: 

Nach der Voraussetzung ist N prim zu M. Man multiplicire die 
Gleichung (II.) mit t""^(JV) und summire dann zunächst über alle (p(M) 
Charaktere t, so kommt (D. § 137): 

Das erste -2* links erstreckt sich auf alle Primzahlen f, von welchen D 
quadratischer Rest ist und welche ^N (mod. Jtf ) sind, das zweite -2* auf 
alle Primzahlen f^ von welchen D quadratischer Rest ist und für welche 
p =E N (mod. M) ist, u. s. w. 

Diese Gleichung multiplicire man ferner mit/(ÖJ und summire dann 
über alle h Charaktere /, so wird man erhalten (W. § 2): 

(V.) ehip{M)\2^^-^sj^^..\ = ^^;t(6>jT-'(N)log^, 

WO e = 2 oder 1 ist, je nachdem 0, ambig ist oder nicht, und wo sich das 
erste 2 links auf alle diejenigen Primzahlen f erstreckt, welche ee N (mod.Jtf) 
sind und sich durch die Klasse 0. darstellen lassen, das zweite 2 auf alle 
diejenigen Primzahlen f, für welche f^ ^N (mod. M) ist und sich durch 
0^ darstellen lässt, u. s. w. Auf der rechten Seite tritt nach Früherem die 
Reihe Li genau 2^ -mal auf, nämlich zweimal für jedes ambige 

(fw^ bezeichnet eine durch 0, darstellbare zu 2D theilerfremde Zahl) in Ver- 
bindung mit den Charakteren 

T(i„) = cyK-^),i(-' ^>(-^) und r(m) = ((y(yO^^"*-^\e£')*''''^'(-^)- 
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Der Coefficient von log Li aaf der rechten Seite von (V.) lantet demnach, 

da T-'(iV) = T(iV) ist: 

z==2(y*<'"«-i>e*('"«-iV^),j*<^-i)6^^-*)(A)ji+<r«^-i)e'KJv'-i)(J^)j 

wo die Summation rechts sich über alle 2'~* zulässigen Werthecombinationen 
(W. § 2) erstreckt. Diese Snmme verschwindet aber nur dann nicht, wenn 

(f) = (t-) 

für jede in D aufgehende ungerade Primzahl q, und wenn ausserdem 

N^m^ (mod. 4), wenn D^3 (mod. 4) oder =:4 (mod. 8), 
N^m^ (mod. 8), wenn D ^ (mod. 8), 

(^) = (-^), je nachdem D = ±2 (mod. 8); 

d. h. wenn N mit dem quadratischen Charakter der Klasse 0^ verträglich ist 
Der erste Factor auf der rechten Seite ist unter diesen Bedingungen 
gleich 2, sodass der Coefficient von log Li gleich 2^ wird. Wenn p gegen 
convergirt, wächst daher die rechte Seite der Gleichung (V.) ins positiv 
Unendliche wie — 2^1og(>. Da nun die Summe aller Glieder, welche in der 

Klammer links auf das erste Glied ^-77 folgen, endlich ist, so muss dieses 

2^ 
erste Glied ebenfalls ins Unendliche wachsen und zwar wie — , rj^ ^ogg. 

Die Anzahl derjenigen Primzahlen f, welche ^ N (mod. M) sind und sich 
durch eine Form der Klasse 6^ darstellen lassen, ist daher unendlich, wenn 
N im quadratischen Charakter mit 0^ stimmt. 

8. Es bleibt jetzt noch die Richtigkeit der in Art. 6 vorausgesetzten 
Eigenschaft der Function L(q) flir jede Reihe zweiter und dritter Art nach- 
zuweisen. 

Der Beweis stützt sich auf die Untersuchung der Reihen 

^ t{xp(x,y)) ^^^ ^ y(t/;(a?,y))logv;(x,y) 

für den Fall, dass p gegen convergirt. Die Summen erstrecken sich 
über alle ganzen Zahlen x, y, welche die Form tfj(x, y) = ax^'\-2bxy+cy^ 
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prim zu M machen und für positive Determinanten ausserdem den Bedin- 
gungen genügen 

0, x> yy, (y = "^^ nach Art. 2) . 

Die Coef&cienten a, b, c sind nach Voraussetzung positiv. 

Die Zahlen x, y, welche der Form tp einen zu M theilerfremden 
Werth ertheilen, sind in einer endlichen Anzahl von Linearformen enthalten 

X = Mxo +S, y = My^i+v, 

WQ Sy V kleiner als M und nicht negativ vorausgesetzt werden können 
und sollen. 

Dann ist 

T(v;(a?,y)) _ 5.^^,,,/t ^\\^ 1 

Das erste 2 rechts bezieht sich auf alle Werthsysteme l, %>y das zweite S 
auf alle positiven und negativen ganzen Zahlen a^, y^, welche indess für 
positives D noch den Bedingungen genügen müssen 

von denen die erste sich übrigens auf yo ^ reducirt. 

Es soll nun gezeigt werden, dass es eine endliche Zahl g^ giebt, so 
dass die Ausdrücke 

^ 1 A. jv log »(*a?, +1, %, + p) g^ 

^Mx,^tfiy,^-f>f^^ Q ' tp(Mx, + lMy, + vy-^9 p» 

für p = endliche Grenzwerthe besitzen. Setzt man zur Abkürzung -b- = «^ 
-jjj- = /i^ so lassen sich diese Ausdrücke in die Form bringen 

1 ,^ 1 _^M^_M^I^lzLg^\ 



und 

21og« j^ 1 M\\ . 1 tv. Iog«^(a».+«,yo+/?) ^'y. } 

Da 

Ita lÜni = 2 log üf , lim ^-^-l-2clo8*f = 2 (log if )^ 
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80 bleibt bloss zu zeigen, dass die Ausdrücke (g = M^gi gesetzt) 

für p = und ein gewisses endliches g endliche Grenzwerthe haben. 
Nun ist (W. § 5) bereits bewiesen, dass die Ausdrücke 

diese Bedingung erfüllen; g ist endlich und dasselbe für alle eigentlich 
primitiven Formen yj der Determinante D; die Summation erstreckt sich 
für negative Determinanten auf alle ganzen Zahlen x, y, ausgenommen die 
Combination a? = 0, y = ; für positive Determinanten auf alle ganzzahligen 
Werthe von x, y, welche den Bedingungen genügen y ^ 0, x > yy. Also 
wird sie auch für die vorigen beiden Ausdrücke bewiesen sein, wenn gezeigt 
wird, dass die Summen 

1 1 { ^ \ logy^Ca?, y) logtp(xi-a, y+ß) \ 

Vf(x,yy^^ tp(x+a,y-j-ßy-^er ^tp(x,yy+e Vf(x+a,y+ß)^'^9 f_ . 

sich endlichen Grenzwerthen nähern, wenn p gegen convergirt. 

Zu diesem Zwecke unterwerfe man die Form tp vorerst einer Trans- 
formation. Ist ^ der grösste gemeinschaftliche Theiler von ? und <?, f = ^£\ 

V = ^v'y 4fr=fj 80 ist -jg^ ^ < ^ ~~S~~ * ^^^ Zahlen §', %> sind nicht 

negativ und relativ prim. Man wähle zwei nicht negative Zahlen Xy ^ so, 
dass $V— «^'^ = 1 18*7 W"^ transformire die Form \p durch die Substitution 

X = ^'x'+ly\ y = «'x+^y', 
woraus 

x+a = ^\x'+t)+ly\ y+ß = f>\x'+t)+fiy'. 

Geht ip hierbei über in a'x^+2b'x'y+c'y'^^ so geht also V^Cx+a, y+ß) 
über in a\x'+ty+2b\x'+0y'+c'y'\ 

Lässt mau zur Vereinfachung die Accente wieder weg, so nehmen 
nunmehr obige Summen die Form an: 

S - S\(ax'+2bxy + cyY'-'-(a(x+ty+2b(x+t)y+cy'y-^\, 

^ ^ ^\ log(ax'+2bxy+cy') log(fl(rp+(y+26Cx+ Qy+cy») 

^ \(ax'+2bxy + cyy'^e (a(x+0'+26(x+0y+cy')^+e 

Für negative Determinanten durchlaufen hier x, y alle ganzen Zahlen 
(in den Minuenden die Werthecombination x = 0, y = ausgenommen), für 
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positive Determinanten nur diejenigen ganzzahligen Werthe, welche den 
Bedingungen genügen: 

für die Minuenden: y^O, x^yy^ 

für die Subtrahenden: jf^O, ^+t>yyy 

=-^^; «, b, c>0; 0<<<l). 

9. Von hier ab ist es nothwendig, positive und negative Deter- 
minanten gesondert zu behandeln. 

1". Negative Determinanten: D=^—J. 

X^ Y seien positive ganze Zahlen, welche der Bedingung genügen 

aX = bY. 

Ich zerlege die Summe S in zwei Theile: in den ersten Si nehme 
ich alle Glieder auf, für welche (unter |j?| den absoluten Werth von x 

verstanden) 

\x\<CX, |y|<y, 

in den zweiten S^ alle übrigen Glieder. Dann besteht S, aus einer end- 
lichen Anzahl endlicher Summanden und ist eine stetige Function von p. 
Den zweiten Theil S2 zerlege ich wieder in zwei Theile Sj und S", indem 
ich die Glieder von S2 in S^ oder in S^' aufnehme, je nachdem sie positiv 
oder negativ sind, d. h. je nachdem 

ax+by+^at^O oder <:;0. 

S2 ist positiv und kleiner als 

^Kax'+2bxy+cyY''^^{a(x+iy+2b(x+l)y + c^^^^^ 

= 2(iax^ + 2bxy + cy^)''-^, 

(welche Gleichung gilt für p > — |) die Summe rechts erstreckt über alle 
ganzzahligen Werthe von x, y, für welche entweder 

1) X = X, \y\<:Y 
oder 

2) \y\^ y, <:ax+by+^at^a 
oder 

3) X =^ -X, y_^<y<y. 

Die Summe der Glieder, welche der Bedingung 1) genügen, ist 

f {JX'+(bX + cyyy^^ ^ (z/X^+e "^ 6 Vz// 
Journal für Mathematik Bd. CHI. Heft 2. 15 
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Da ax^+2bxy + cy^ bei constantem y ein Minimum ^= — —J wird für 

ax+by = 0, so ist die Summe derjenigen Glieder, welche der Bedingung 2) 
entsprechen, kleiner als 

WO 

(y,^) = y-^o+^)+(y4-i)-2o+v)4.(y4-2)-'^^^^>+.-. in inf. 

für p ,">• — ^ mit unendlich wachsendem Y gegen convergirt. 

In der dritten Summe kann y nur die Werthe annehmen Y— 1, 

7—2, ... Y—Ej wenn E die grösste in ^ enthaltene ganze Zahl bedeutet; 

daher ist diese Summe 

_ c^+? at / c V+? 



sa)'^-"- 



So lange (>> — ^ ist, convergiren alle drei Summen mit unendlich wachsendem 
Ä' gegen 0, also auch Si Dasselbe Hesse sich ebenso für S'/ zeigen, gilt 
daher auch für »S^. Die Summe 8 = 81+82 erscheint sonach in zwei Theile 
zerlegt, von denen der erste eine stetige Function von q ist, der zweite 
beliebig klein wird mit wachsendem X Daraus folgt, dass für p > —^ 
auch S eine stetige Function von p sein muss. - In analoger Weise Hesse 
sich dies für © nachweisen. 

2". Fosithe Determinanten, 

Zur Vereinfachung kann und soll immer öc>1, also ;^<C0 voraus- 

gesetzt werden. Immerhin ist dann ay+6 = -^>>0. Für y^O, x'^yy 

ist daher ax+by > (ay-\-l))y7^Q\ d.h. bei constantem y wächst 

ax'+2bxy+cy' 

mit X, Die Glieder der Reihe S sind daher sämmtlich kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der Reihe 

S\{ax'+2bxy+cfy'-^^{a{x+\y + 2b{x+\)y + cfy'-^\, 

(y2^0, x> yy). 

Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass diejenigen Glieder von S, für 
welche y^O, yy—t<ix^ yy, negativ sind, weil in denselben der Minuend 
wegfällt und nur der Subtrahend bleibt, während in letzterer Reihe sämmt- 
liche Glieder positiv sind. 
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Ich zerlege nun S wieder in zwei Theile. Der erste Si enthalte 
diejenige endliche Anzahl von Gliedern, für welche x<zX^ y <i X, wo X 
eine positive ganze Zahl bedeutet. Der zweite S2 enthält die übrigen 
Glieder und zerfilUt in drei Theile: 

Der erste Si enthält die negativen Glieder, für welche 

y^X, Yy-t<ix^yy, 
der zweite S" diejenigen Glieder, für welche y^X, o: > yy, 
der dritte S2" diejenigen Glieder, für welche y <iX, x^X. 

Nun ist 

~Si = 2{a{x^'ty+2b{x^t)y+cy''y''^<j:(af-\'2bY+c^^^^ 

=.- (aVJ^^^X,^)/ 

S; < J2:|(öx^+26a:y+cy0-'-^-(a(ar+l)"^+26(a:+l)j(+cy0-^-^| 

= 2(ax'+2bxy-Vcy'y'-^ < (aUy^^{X, p), 

OfT^^^ ry<^^ry+'^) 

&]" < 2}Xax'+2bxy+cy')-'-^--(a(x+iy+2b(ix+l)y + cy'y'''^\ 

= 2:(aX' + 2bXy+cyy-^ < a-'-^X-'-'^. 
(0^y<:X) 

So lange p > — ^, convergiren daher Sj, »S2', S2", somit auch 82 mit 
wachsendem X gegen und ist daher 8 = 81+82 eine stetige Function 
von p. Dasselbe gilt für @. 

10. Aus dem Bisherigen ergiebt sich, dass 

für e ^ eine stetige Function ^(p) von p ist, mit einem ebenfalls steti- 
gen Differentialquotienten ^'(p), und 

Es handelt sich jetzt noch um Ermittelung der Summe J2'T(t//(§, t?)). 
Sind a, ß, /i, ^2, ••• die Indices von V^(l, «), so ist 

WO ö, I?, a)i, 0)2, . . . einer bestimmten Wahl des Charakters r entsprechen. 
Man findet nun ohne Schwierigkeit, dass 20'' ri^ nur dann von Null 

verschieden ist und zwar gleich ^ ?/ ^ .2^''"\ wenn gesetzt wird: 

15* 
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für 

D = l (mod. 4), Z) = 3 (mod. 4) oder . = 4 (mod. 8), 

Z) = (mod. 8), D = 2 (mod. 8), Z) = 6 (mod. 8) 

bezw. 

e = T] = V, ö = ±1, J7 = l; 

Ö=+l, ij=+l; ö = +l, >?=+l; ö = »? = ±l, 

welche Bestimmungen dieselben sind wie diejenigen für d, e in Art. 3. 

I» bedeutet eine durch die Form xp darstellbare zu 2D theilerfremde Zahl. 

Ist D durch die ungerade Primzahl p. theilbar, so findet man, dass 

.S"©^" immer den Werth hat, ausgenommen, wenn S>, = ±1, und zwar 
ist dann 

2: a:' = p:'-\p,-l) oder == (B^pT'-\p-l), 

je nachdem (-^) = -|-l oder =—1 ist 

Ist D nicht durch p^ theilbar, so wird diese Summe nur dann nicht 0, 
wenn cö, = 1 ist, und zwar wird 

^o:- = ,r--(,.-i)(i-(f )f ). 

Damit also -2't(i/^(§, v)) nicht verschwinde, ist noth wendig und hinreichend, 
dass T(m) von der Form ^^"*~^^^i^"*'"^^(-^j sei, wo 0, t] die oben ange- 
gebenen Werthe haben und P ein Product aus lauter verschiedenen unge- 
raden Primfactoren von D ist (denjenigen nämlich, denen negative Wurzeln 
cö entsprechen); d. h. r muss mit einem ambigen Charakter x übereinstimmen. 
Es sei T = /'(6>), wo die Klasse bezeichnet, der die Form yj angehört. 
Dann wird 

das Product /7 erstreckt über alle Primfactoren p von M, welche in 2D 
nicht aufgehen. 

Unter dieser Bedingung wird demnach 

sonst einfach = *(p), 
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WO im ersten Falle H = £x(ß>)x(ß^t i^ zweiten //=0. Nun ist aber 
(W. § 1) £x(ß^x'(ß»)='f^ <>d^r =0, je nachdem x d^i* x! identisch ist 

oder nicht; d. h. je nachdem !((>) erster Art ist oder nicht. Für eine Reihe 
zweiter oder dritter Art ist daher 

L(e) = 2xm^X9\ 

woraus die zu beweisende Eigenschaft folgt. — 
11. Ist (W. §6) für die Form 

xfj = ax^-\-bxy+cy^, 

in welcher a, 6, c keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, b^—4tac = d' 
ein Quadrat, so findet man leicht, dass durch dieselbe nur solche Primzahlen 
dargestellt werden können, welche einander congruent oder reciprok (socii 
nach Euler) (mod. d) sind, die daher in einer oder zwei arithmetischen Pro- 
gressionen der Form dx+e enthalten sind, und dass jede Primzahl von dieser 
Form durch xp dargestellt werden kann. Hieraus ergiebt sich sofort, welcher 
Modification der Satz für diesen Fall bedarf. 

Zürich, September 1886. 
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lieber grösste Ganze. 

(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 



I. 

JJie Beziehung zwischen zwei Summen von grössten ganzen Zahlen, 
auf welche Gauss seinen dritten Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die 
quadratischen Reste gründet, lässt sich veraUgemeinern. 

Es seien die reeUen Functionen y = f2i(x) und deren inverse x = f^2(y) 
zwischen den Grenzen x = a und x = b endlich, stetig und eindeutig. Die 
letztere Eigenschaft erfordert, dass y kein Maximum oder Minimum besitze; 
es möge diese Function zwischen x = a und x = bZ>a niemals abnehmen. 
Nach der Gausss^cheu Bezeichnung werde [a] definirt durch die Bedingungen 

a—1 <Z [a] ^ a; 

durch einen an die Klammer gesetzten Accent möge angedeutet werden, dass 

a—l ^ [a] <: a 

ist. Die Zahl a kann sowohl negativ als positiv sein. Bedeutet dann F 
eine beliebige Function, so ist*) 

(2t.) JS F([f,,(x)lx) = 2: Z F(,y,lj) (,-=[«J'Hi,$- = [6]'). 

In der That ist der kleinste Werth von x, für welchen 

[fn(x)] = y, 

also 

/2i(a:-l)<y^/2i((r) 

oder 



x-l <.fu(y)<c^ 



*) Ueber den Gebrauch des Accents in der Gleichung (21.) gilt die allgemeine Regel, 
dass derselbe immer dann an die die inverse Function einschliessende IQammer zu setzen 
ist, wenn die ursprüngliche Function ihn nicht hat, und umgekehrt. 
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ist, der Werth 

und [/iiCo?)] bleibt constant gleich y bis zu dem Werthe a? = [/iaCy+l)]'. 
Für einen Werth von y, den [fiiCx)] nicht annimmt, ist 

sodass dann die über ^^ zu erstreckende Theilsumme verschwindet. Aus 
diesem Grunde darf auch der kleinste Werth von y gleich [/2i(ö)], der 
grösste gleich [/2i(6)] gesetzt werden. Der kleinste Werth ^' von allen § 
ist [a]'+l, der grösste §'* = [6]', da bei der Bestimmung dieser extremen 
Werthe /iiCö) statt y = [/2i(ö)] und fn^b) statt y +1 = [fn(by\+l zu setzen 
ist. Statt der Summenzeichen kann man in (2(.) auch Productzeichen setzen. 
Ist nun zuerst F unabhängig von dem zweiten Argument *), so kann 
(81.) so geschrieben werden: 

T F{[f,,(x)]) = ""|;""F(y).([A.(y+l)]'-[/-„(y)]'), 

oder, wenn man bedenkt, dass statt y = [fn (a)] der Werth /^i (a) und f^ (6) 
statt [Ai(6)]+1 in der Klammer des zweiten Gliedes zu setzen ist: 

^T niux)]) 

.r-L"j' + l 

!/=rA'i(")J Hl 

Als specielle Fälle dieser Gleichung werden sich elegante und nlitzliche 
Formeln offenbar besonders dann ergeben, wenn F{y) — F{y—\) sich in 
einen einzigen einfachen Ausdruck zusammenziehen lässt. Setzt man z. B., 
um nur einen der allereinfachsten Fälle anzuführen, /2i(x) = x" und F(x^) = t^\ 
wo t eine beliebige Grösse bezeichnet, so ist für a = 0, b = n gleich einer 
ganzen Zahl: 

■'TV = i+(/i-i).r-(/-i).!iV]'-<^'"'. 

.T— U V—\ 

Für F(\fix{x)'\) — [fi^{x)\ erhält man die aus der Eisenstein^aYi^w geome- 
trischen Interpretation bekannte Gleichung 

Ich mache auf die Analogie aufmerksam, welche nicht nur in der 



(a.) 



*) Vgl. die Abhandlung von Dirichlet: .,üeber ein die üivision betretfendes Problem" 
dieses Journal Band 47, p. 151. 
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Form, sondern auch in der hier gegebenen Herleitung existirt zwischen 
dieser Gleichung und 

/f> /•/ii(6) r/tM 

f2i{x)dx = / y.dfi2(y) = -/2i(o).a+/2i(6).6--/ fu(y)'dy. 

a /j (a) />i(a) 



II. 

Die nächstliegende Anwendung der Gleichung (31.) ist die auf das 
Reciprocitätsgesetz für die quadratischen Reste. Um mit Hülfe dieser 
Gleichung in einfacher Weise zum Beweise dieses Satzes zu gelangen, 
scheint es zweckmässig, die folgende Bestimmung des quadratischen Rest- 
charakters zu Grunde zu legen. 

Die ungerade positive Pfimzahl p ist quadratischer Rest oder Nicht- 
rest der ungeraden positiven Primzahl q, je nachdem die Anzahl der Zahlen 

1~, 2~, ... ^-^ — ^ , welche zwischen einem ungeraden und dem darauf 

folgenden geraden Vielfachen von -|- gelegen sind, gerade oder ungerade ist. 

Diese Abänderung des Gauss^cheu Lemmas ergiebt sich unmittelbar 
aus demselben. Da nämlich 



wenn , 

(2A+1).|- = r.^+r, 0<r<|, 

ist, so können die in dem ursprünglichen G^ati^^schen Lemma auftretenden 
Vielfachen von p, welche grösser als \pq sind, durch ungerade Vielfache 

von ^ ersetzt werden, die kleiner als \pq sind, wenn p— 1— t ^ r (mod. 2), 

d. h. wenn p ungerade ist *). 
Da 



-f = rai-+^ o<^<l 



P Q 

*) Diese Bestimmung des quadratischen Restcharakters, in welcher -^ und -^ auch 

durch p und q ersetzt werden können, entspricht genau derjenigen Bestimmung des 
biquadratischen Restcharakters, welche Gauss in den Artt. 7, 8 von NachlassIII (Bd. 11, 
p. 335) zuerst erwähnt. 
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ist, SO ist also 



(:-)='fc-#]. 



Setzt man in (a.) 

'^([A.w])=(-ir^'^'"=(-iM «=i, 6=1 

und mnltipHcirt, statt zu addiren, so kommt 

"■ = [!] f^l .?=L.Jrl " = [?-] r.i^i 

77 (-1)'-'-' = (-1) -^ '^ . 77 (-l^^J, 

.r— 1 y=l 

WO die Accente, da weder -!^ noch — - gleich einer ganzen Zahl sind, 

weggelassen werden dürfen. 
Es ist also 

Gj ) = (- ir- ■'■■■ .(p. 

Hier möge erwähnt werden, dass aus dem modificirten 6rai/««schen 
Lemma sich das Reciprocitätsgesetz ohne jede Benutzung von Formeln 
ganz direct erkennen lässt. 

Ist nämlich mindestens eine der Primzahlen, z.B. q^ von der Form 

4w+l, so zerfallen die — ^ - Vielfachen von ~ in -^^^^ Paare von je zwei 

auf einander folgenden, deren erstes ungerade, deren zweites gerade ist. 
Von jedem Paare liegt dann jedesmal und nur daun ein einziges zwischen 

einem ungeraden und dem folgenden geraden Vielfachen von -|-, wenn 

zwischen den Zahlen des Paares eine ungerade Anzahl von Vielfachen von 

\) gelegen ist. Da alle in Betracht kommenden Vielfachen von ~ und 

-^ , und nur diese, zwischen und --~ liegen, und da etwa zwischen -^ - -?- 

und -—^ liegende Vielfache von ^- zu der charakteristischen Anzahl von 

q in Bezug auf p nicht mehr heitragen, so sind also in diesem Falle die 
beiden charakteristischen Anzahlen zugleich gerade oder ungerade. 

Shid dagegen beide Primzahlen von der Form 4« +3, und ist p die 

kleinere, so bestehen die Vielfachen von ~ aus —.- Paaren, für welche 

2 4 
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dieselbe Ueberlegung gilt wie im vorigen Falle, und aus dem übrig bleibenden 
Vielfachen ^^ — ^. Das letztere liegt in dem Intervall von '^^-—•4- Ws 

\^\^ liefert also, da ^^^^ ungerade ist, den Beitrag 1 zu der charakte- 
ristischen Anzahl von p in Bezug auf q^ während es die charakteristische 
Anzahl von q in Bezug auf p nicht afficirt, da zwischen ^^ — -^ und %*-^ 

kein Vielfaches von -|- mehr liegt. In diesem Falle sind daher die beiden 

charakteristischen Anzahlen nach dem Modul 2 incongruent. 

Dieser Beweis lässt sich sehr gut dadurch veranschaulichen, dass 

man die Vielfachen von ^ und -|- auf einer die Zahl -?--^ repräsentiren- 

den Linie markirt. 



IIL 

Die Identität (8(.) führt auch dann, wenn die Function ¥ von dem 
zweiten Argument nicht unabhängig ist, zu interessanten Resultaten, von 
denen einige wenige, nicht so ganz naheliegende, hier noch angeführt 
werden mögen. 

Zuerst sei 

dann ist 

"i*^' [/n(a')J.(-l)' = '^!f^ j,^((_i)[/..w]-+'+(_.i)rA.w]+-^+...+(_l)[/.»(.+i)j-) 

.r=[aJ'-»-l .'/=r/.'i(")] 

und, da 

y^-(y-iy--(-iy (mod. 4) 

ist, so folgt, indem man rechts wieder das erste und das letzte Glied ab- 
trennt und dabei die besonderen Werthe von y, resp. y+l in dem ersten 
\J\i{yyi und dem letzten [/"nCyl-l)]' berücksichtigt, 

(mod. 4). 
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So ist z. B. 



g-i p-i 



Die Herleitung dieser Gleichung scheint mir vorbildlich zu sein für 
einen Beweis des biquadratischen Reciprocitätsgesetzes , welcher mit dem 
dritten G^at^^schen Beweis des quadratischen Reciprocitätsgesetzes Aehn- 
lichkeit besitzt; man kann nämlich den Decidenten durch einen Ausdruck 
darstellen, in welchem derartige Summen vorkommen. 

Es seien ferner 

Vi (^9 y^ a) = 0, (p2(x, y, «) = 
zwei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination 

^ = /i2(!()=A3(«), 
y=/23(«)=/2l(^), 

Ä=/3i(a;) = /3,(j() 
als zwischen den Grenzen 

X = a, X =^ b > a 
endliche, stetige, eindeutige Functionen ergeben. Offenbar ist 

fuifnix)) = X, U. S. W., AaCAsC«)) = AsC»), U. S. W. 

Setzt man in (31.) 

F([rn(x)l x) = [fn(xm,(x)l 

so ergiebt sich hiernach leicht 

x=[aj'+l y=[/3i(«)] 5y = [/u(!/)]'+l 

= i:^j-{-[UyMfn(jy)]'+[fn(y+imu(y+i)]'-^ ^-^^^ ^[/„C,)]' 

= -[o]'.[A,(fl)].[y3.(«)]+[6]'.[/i.(6)].[/3,(6)]- "7#ll^«^)]t^»^«')^' 

f/=[/3,(a)] + l 



!'=[/3.c«)] ;„=r/«(.v)]+i 



Da nun nach (21.) 



«=[/m(<>)]+i y=[/.i(o)] ij,=[/w(j')]+i 

16* 
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ist, 80 erhält man die symraetrisclie Gleichung 



(a'O 



jf^M'+l .'/=[/ji(a)]+l s=[Ai(«)] + l 



= -[«]'.[A.(«)].[/3i(«)]+m'.[A.(6)].[^.(6)]. 

Sind z. B. p, qr, r drei positive theilerfremde ungerade Zahlen, und setzt man 

P P 9 *i r r -i L P 

so ist 



X = ^ V = —z; y = ^ a = - x; « = x = — i/: a = 1, 6 = -^, 



p— 1 y-l r-1 



Da 

ist, so kanji man die Gleichung (a".) auch so schreiben: 

x=l y=l L (^ J ^^1 .=1 L r J y=l ==1 L r J ,,=, :r=\ ^ P -^ 

:.= ! ^=1 L p J j^i j,^i L ^ J J J ^ 

Die Gleichung (a'.), welche auch mit Hülfe der Et^en^/emschen 

geometrischen Methode leicht gefunden werden kann, scheint mir wegen 

ihrer Herleitung von Interesse zu sein. Bei derselben kann mau sich 
nämlich Schritt für Schritt leiten lassen durch 



/* /. / N /. • N . /'Ali'') ^ X N ,^ / N / r/iM /'/ij(y)+<</'u(y) . .^. -^\ 



y'fyi{y)dfn(jf) (= / / 



= -a.Ua).Ua)-^b.r;m-fM (.>>)- f " ' UM-fM^y 



/j.('0 

Ebenso wie die entsprechende Integralgleichung sich auf beliebig 
viele Functionen x^ = /^^^ (x^) erweitern lässt, lässt sich eine der Gleichung 
(a.) genau analoge allgemeinere Gleichung in derselben Weise herleiten» 
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Diese Analogie zwischen der in den vorliegenden Zeilen angedeuteten 
Behandlung der Summen von grossten Ganzen und der Rechnung mit Inte- 
gralen zeigt, dass auch bei der, so zu sagen, gewaltsamen Beschränkung 
der Functionen [f2i(x)] u. s. w. auf das Gebiet des Argumentes der grosse 
Vortheil einer solchen Uebereinstimmung zwischen den Werthen der Function 
und denen des Argumentes sich noch geltend macht, der in allen Zweigen 
der Mathematik zu Tage tritt. 

Im Februar 1886. 



Berichtigung. In meiner Arbeit: „Ueber eine Formel des Herrn 
Hermite^^ (Bd. 100) befindet sich ein Versehen. Die dort gegebene Be- 
stimmung des JVico6tschen Zeichens gilt nur dann, wenn beide Zahlen un- 
gerade sind. 
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lieber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser 

Functionen. 

(^'^on Herrn Mathias Lerch in Prag.) 



L 



dieser Note wollen wir die Reihen von der Form 

(1.) f(x) = ^CyC0Sfl,,7TX 

K=rO 



in Bezog auf die Existenz eines bestimmten endlichen Differentialquotienten 
untersuchen, wobei 

Ö(J» ^1* ^2l • . • Wy ^ • • ^- 

ganze positive Zahlen sind, von denen vorausgesetzt wird, dass es eine 
unendliche Reihe von einander verschiedener ganzer Zahlen 

giebt, für welche die Quotienten -V^^^(x= 1, 2, 3, . . .) ganze Zahlen sind, 

Oy 

während .- gebrochen sein kann. Die Cy sollen Glieder einer absolut 

Oy 

convergirenden Reihe ausmachen. 

Es wird sich zeigen, dass es unter den Functionen (1.) unendlich 

viele giebt, die an allen Stellen von der Form x = -, — (a bedeutet eine 

ganze Zahl) keinen bestimmten Differentialquotienten besitzen. Nun sind 
die eben erwähnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle des Argument- 
gebietes in unendlicher Anzahl vorhanden, sodass wir es hier also mit Func- 
tionen zu thun haben, welche mit den mit Hülfe des Hankel^chen Cou- 
densationsprincips construirten Functionen eine analoge Eigenschaft gemein 
haben, jedoch sind sie durch einfachere Ausdrücke dargestellt, weshalb sie 
eine sehr elementare Behandlung zulassen. 

Unter den Reihen von der Form (1.) giebt es auch solche, die an 
keiner Stelle überhaupt einen bestimmten Differentialquotienten besitzen, 
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namentlich die von Herrn Weierslrass aufgestellte*) und von Herrn Chr. 
Wiener **) ausführlich untersuchte Function , die sich hier als ein ganz 
specieller Fall einer unten anzugebenden Reihe ergiebt. 
1. Setzt man in die Reihe (1.) den Werth 

X = X{)-]- riy J?o = —f 

ein, wobei a eine ganze Zahl bedeuten soll, so erhält man: 

auy 

f(x,)+h) = ^c^co8a^7?(j!-„+A)+ J: (~1) "' c^co8a,.A.T 



und tlir A = 0: 



CUiy 

fix,;) = 2: C, cos «„71X0+ JS (—1) '"' C,y 



aCy 



sodass also: 

K^o+h)—f(^o) ^^ coa ayn(x^+h)— C O» ayfix^ « , i\~*;7^ cosa^TTÄ— 1 

Nun ist klar, dass sich bei unendlich klein werdendem h die erste Summe 
rechts dem ganz bestimmten Grenzwerthe 



m 



—71 JS ayCySma^Tia?,, 

nähert, und es nähert sich also der Differenzenquotient -^^ i einer 

bestimmten Grösse oder nicht, je nachdem die Reihe 



any 



cosayA^r — 1 



(2.) i (-!)'■"• c. 

für unendlich kleine A einen endlichen Grenzwerth besitzt oder nicht. 

Sind nun die Quotienten — (v >> m) von einem bestimmten an immer 
gleicher Parität, so zerfällt die Reihe (2.) sowohl für gerade als auch für 



*) Brief an Herrn P. du Bois-Reymand. Dieses Journal Bd. 79. — Abhandlungen 
aus der Functionenlehre, Berlin, Springer, 1886, p. 97. 

**) Dieses Journal Bd. 90. — In der Functionenlehre des Herrn Weierstrass findet 
sich auf S. 100 eine Bemerkung, aus der man schliessen könnte, dass Herr Wiener das 
Weierstrass^cYiQ Resultat für unrichtig halte. Diese Bemerkung bezieht sich indes nicht 
auf Herrn Wiener; denn derselbe bemerkt im citirten Aufsätze (p. 247), dass die Ergeb- 
nisse des Herrn Weierstrass und -die seinigon zugleich stattfinden, wenn man sich auf 
den von Herrn Weierslrass doch allein untersuchten Fall (nämlich ab> ^n-\-\) be- 
schränkt. 
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ungerade a in zwei Theile, von welchen der eine aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern besteht, während der andere eine unendliche Reihe ist, die bis 
auf das Vorzeichen mit dem Reste der Reihe 

übereinstimmt. Der erste, endliche Bestaudtheil besitzt für limA = immer 
einen endlichen Grenzwerth, und der zweite nähert sich einer bestimmten 
Grösse dann und nur dann, wenn der Grenzwerth 

existirt, d. h. wenn die Function f(x) an der Stelle .t = einen bestimmten 
endlichen Differentialquotienten besitzt. 

Giebt es aber unter den Zahlen . - (r > m) unendlich viele gerade 

und ebenso ungerade, so hat man fllr a nur eine gerade ganze Zahl zu 
wählen, um zu demselben Resultate zu gelangen. Also: 

y.Die durch die Reihe (l.) dargestellte Function der reellen Veränder- 
lichen X verhält sich in Bezug auf die Existenz oder Nichtexistenz eines 

bestimmten Di/ferentialquotienten an den Stellen ar = .- , unter a eine gerade 

"in 

ganze Zahl, und wenn es unter den Zahlen -v'-(^>''0 '*wr eine endliche 

Oiti 

Anzahl gerader oder ungerader giebt ^ eine beliebige ganze Zahl nerstanden^ in 
derselben Weise^ wie an der Stelle x = 0." 
Nun ist offenbar 



T ~ ,.= „ *' X ' 

also 

besitzt aber die Function f(x) an der Stelle ar = einen endlichen Diffe- 
rentialquotienten, so ist derselbe gleich 

.r=<J X .r=:» — X 

und fällt nach (3.) mit seinem entgegengesetzten Werthe zusammen, und ist 
deshalb gleich Null. 
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Ist also die Bedingung 

nicht erfüllt, so hat die Function f(x) an der Stelle x = keinen bestimm- 
ten endlichen Differentialquotienten. 

Wendet man dies auf den Rest der Reihe (2.) an, so erhält man den 
Satz, da SS 

y^wenn die Function f(x) an der betrachteten Stelle ar,, = -r — einen be- 
stimmten Di/ferentialquotienten besitzt^ derselbe durch die Formel 



/"(a?„) = — £ nayCy^inayTiXu 

dargestellt wird,'^ 

Mit Ausnahme des hier auszuschliessenden Falles der gleichmässigen 
Convergenz der Reihe 

2: a^Cy^ma^nx 

ist uns kein allgemeines Criterium für die Geltung der Gleichung (S"".) be- 
kannt. In manchen Fällen gelingt es aber, die Unzulässigkeit der Glei- 
chung (3".) in der Weise darzulegen, dass man an die Stelle des stetigen 
Grenzüberganges lim x = einen unstetigen , durch eine unendliche Folge 
von schliesslich unendlich klein werdenden Grössen x erzeugten Grenz- 
übergang lim X =0 treten lässt. 
Setzt man z. B. 

^ "' br' 

80 folfft: 



(4.) Mt:f^ = -^2:c.^^^%^ 



£ k ;f ü " 26, 

Giebt es nun unter den Quotienten ^ (r = 0, 1, 2, ... oc) bei unendlich 

vielen b, auch solche, deren absolut kleinsten Reste unter eine feste Grenze 
a nicht herabsinken, sie mögen dem Werthe v=-v entsprechen, und sind 
die Cy sämmtlich positiv und so beschaffen, dass bei allen den betrachteten 
h^ unter den betreffenden Grössen b^c^, immer einige vorhanden sind, die 
für r = oo nicht unendlich klein werden, so darf die rechte Seite von (4.) 
nicht unendlich abnehmen für sämmtliche unendlich grossen Werthe von r, 
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und es wird also der Differenzenquotient ^^^^7 zugleich mit x nicht 

unendlich klein werden können, wenn & ungerade ist. 

Die hier angeführten Bedingungen werden z. B. erfüllt sein, wenn man 

a, = vl, b, = (r+iy. 

setzt, und zwar ist hier 1/ = r-j-l, da 

2br "" '^ 

ist. Also hat man den Satz: 

yyGiebt es unter den positiv vorausgesetzten Grössen a^ unendlich viele, 
die unter eine gewisse Grenze q'^0 nicht herabsinken , so hat die absolut 
convergent vorausgesetzte Reihe 

2 —^co^v\nx 

für keinen rationalen Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten.'^ 
Denn der Satz gilt von der Stelle a; = , und da die Quotienten 

-r^ (^^f»+3) sämmtlich gerade sind, so gilt er auch für alle Werthe 

von der Form x = —^^ auf die sich alle rationalen Brüche bringen lassen. 

Analoge Beispiele sind leicht zu bilden. 

2. Minder einfach ist die Untersuchung der Reihe (1.) in Bezug 
auf ihre Differentiirbarkeit an einer beliebigen Stelle x; wir wollen uns 
hier auf einen einfachen Fall beschränken. Wir nehmen nämlich a^ in 
der Form 

(1.) a^ = PoPlPZ'-'Py 

an, unter den p positive ungerade Zahlen verstanden, die von einander ver- 
schieden oder theilweise oder auch sämmtlich einander gleich sind, jedoch 
mit Ausnahme der ersten grösser als 1 sein müssen. Wir bilden dann 
die Reihe 

(2.) f(x) = £c^co^ay7iXj 

in welcher die c^ nicht negative Grössen sind, die eine endliche Summe 
besitzen, und benutzen zu ihrer Untersuchung die von Herrn Weierstrass 
in seinem oben erwähnten Briefe an Herrn P. du Bois-Reymond zuerst dar- 
gelegte Methode. 
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Es sei X eine gegebene reelle Grösse; dann giebt es eine ganze 
Zahl a„,y für welche die Differenz 



die Ungleichheit befriedigt: 



^m ^ ^«t — ^m + 1 



-|<.T,,^.i^| 



Man erhält so x in der Form 

ö^m+^m + l 



X = , 



und wenn mau 



a„, — 1 ff «m + 1 



X "^ • X •"-■ 



setzt, so folgt 



t 



l~f"^»rt-fl ^/^ 1 Xf„^i 



X — ar = , X — a? = 



öm ' Oru ' 



sodass x—x negativ, x'—x positiv ist, und diese beiden Grössen für m^oo 
unendlich klein werden. Nun ist offenbar 

f(x^)-'f(x) '"z;^ cosa„;ia;' — cosa^^a; , « cosaynx' — cosaynx 
-— — Z a^c^n — j-, ^, VZc, 



Da aber flir y > w; 



a^x = 



m 



eine ganze Zahl ist, und zwar von derselben Parität wie (a„,— 1), und da 
ausserdem 

üyX = -T-«m+ 

sodass für v>m: 



a "* ' a ' 



cosa^Tiar = (—1) '"cos- ^ 
so folgt, da ausserdem 



ör« ' 



X — X = 



Arn ' 



offenbar die Formel 



f{x*)—f(x) '"-} cosaynx' —cosayTix 



= n ZüyC 



x' — X y=^) *' •' ayn(x'—x) 

17* 
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Ganz analog findet man: 



f(x^')-f(x) _ 



lU — l 



X — X 



- - = TT j; OyC 



cosav^x"-- cosa^nx 



yr=n 



V ^y 



und daher kommt 



(3.) 



ayfiQc** —x) 



X — x 



x"-x 



'^!z^ / cosayTix' — cosOyfix cosoynx" — cosayttx \ 

v=o " *'^ ayn{x* — x) ayn(x''—x) / 



Der erste Bestandtheil rechts ist offenbar von der Form 



m— 1 



(«.) 71 2^ayCy(8ino^7i^"— sina^Ti^'), 



wobei ^', ^" eine bestimmte Grösse innerhalb des Intervalles (x.,.x'), resp. 
(x...x^) bezeichnet. Nun ist offenbar der absolute Betrag der Grösse (a.) 
nie grösser als 



m-l 

71 £ OyC, 



arna"-?) 



aM^"-^')^n' Zalc,(^"-i'), 



m-l 

2 



und da 



$ —5 ^ X —X = 



2 



a 



m 



SO ist die Grösse (a.) dem absoluten Betrage nach nie grösser als 



(«••) 



^^ CV y Cy • 



Dagegen ist der zweite Bestandtheil der rechten Seite in (3.) seinem abso- 
luten Betrage nach nicht kleiner als 



l--j:,?i+i 



^^m^my 



weil die dort vorkommende Reihe aus positiven Gliedern besteht, von denen 
das erste, nämlich Cm(l+cos7i.T,,,^i), nicht kleiner als c„^ ist, da |iCm+i|^i 
angenommen wurde. 

Daher kann man schreiben: 



(*•) -^rz^ ^'"3^— -"^*£^^^-+2<^-l) ^-^-''^ 

wobei t^ ein positiver oder negativer echter Bruch ist, und rj eine positive 
nie unter die Einheit herabsinkende Grösse bedeutet. 
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Besitzt die Function f(x) an der Stelle x einen bestimmten endlichen 
Differentialquotienten, so muss die linke Seite von (4.) für w = oo unend- 
lich klein werden. Bestimmt man die c^ so, dass a,„c„, und zu gleicher 
Zeit die Differenz 

die positiv vorausgesetzt wird, fUr m = rx> nicht unendlich klein wird, so 
wird die Grösse (4.) nicht für unendlich grosse Werthe von m unendlich 
klein, und die Function f(x) besitzt dann an keiner Stelle einen bestimm- 
ten endlichen Differentialquotienten. 
Ist nun 

öl, »2 7 ^3, ... a„^y . . . 

eine beliebige Folge von positiven Grössen, von denen unendlich viele unter 
eine bestimmte Grenze d nicht hinabsinken, so kann man die Cy so be- 
stimmen, dass die Grösse (/i.) gleich flf„, wird, und es wird dann die betreffende 
Function f(x) zu den nicht differentiirbaren gehören. Um dies zu erreichen, 
hat man bloss 

zu setzen und die Uy aus den r, mit Hülfe der Recursionsformel 



(/5*.) u„,--7i' 2: Uy =^ V, 

ZU berechnen. 

Hier möge noch ein dem Weierslrcus ^chen ähnliches Verfahren zur 
Aufstellung eines speciellen Systems der Cy Platz finden. Setzt man 
nämlich 



äicy = r% 



so ist die Grösse (ji.) gleich 

(f"-7l'Z rM = (1 :r-)+ p ^, 

«m ^ y=o ^ «m ^ r— 1 / ' a„,(r— 1) ' 

und sie wird immer positiv und für iw = oc nicht unendlich klein, wenn 



Ö'.) 1- " 



r-1 



positiv ist und — für iw = oo nicht verschwindet. Die letztere Bedingung 

wird aber nur bei speciellen Werthsystemen der Oy erfüllbar sein. Dies ist 
z.B. der Fall, wenn die py sich wiederholen, sodass sie nur eine endliche 
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Anzahl verschiedener Werthe erhalten. Ist die grösste unter den Zahlen p, 
gleich p, so ist 



Arn = P"*+^ ' 

und die rechte Seite wird dann und nur dann nicht unendlich klein für 
m = oo , wenn 

ist. Wenn also in dem letzterwähnten Falle r^p und zugleich der Be- 
dingung (y.) zufolge r>l+^^ ist, so hat die Function f(x)^ in welcher 

an keiner Stelle einen endlichen Differentialquotienten. Die Convergenz- 
bedingung für die betrachtete Reihe stellt wohl für die Grösse r eine obere 
Grenze auf. 

So wird z. B. die Weierstrass %che Reihe 

j; o^cosa^Tia;, 

in der 6 < 1 , eine ungerade ganze Zahl ist, an keiner Stelle einen be- 
stimmten endlichen Differentialquotienten haben können, wenn die zwei 

Bedingungen 

a6>l, a^6>l+7i^ 



erfüllt sind. Dieses Criterium ist aber umfassender als das von Herrn 
Weierstrcus aufgestellte, nämlich die ErfllUung der Ungleichheit: 

Um ein specielles Werthsystem der c^ auch bei irgend welchen py zu er- 
halten, wollen wir dies durch den Ansatz 

OyCy = r'' 
zu bewerkstelligen versuchen. 

Da vermöge der Bedeutung der Oy die Ungleichheit 

n^ w— 1 . ;j« ni—\ 

(^nAn——— Z d\Cy > a,„C„,— -— Z OyCy 

«m ^=0 Pm y=l) 

Stattfindet, so erhält man für die Nichtdifferentiirbarkeit von f(x) eine hin- 
reichende Bedingung, wenn man r so bestimmt, dass die Grösse 

^ -^ P. V =0 ^ P,.(r-l)>'^p.(r-l) 

positiv ist und für iw = c» nicht verschwindet. 
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In dem allgemeinen Falle, wo die py nicht unter einer festen Grenze 
liegen, wird diese Bedingung dadurch erfüllt, dass man r>l voraussetzt. 
Also haben wir den Satz: 

,y Sind 

Pmi Pl? Pi? 



• • • 



ungerade ganze Zahlen ^ die nicht unter einer festen Grenze liegen ^ und ist 
r >> 1 eine positive Grösse, so wird die absolut convergent vorausgesetzte Reihe 



f(x) = 2; —-co^ayTi X, ay = p^Pifz • • »Pr 

eine Function darstellen, die an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Diffe- 
rentialquotienten besitzt. ^^ — 

Schliesslich betrachten wir den Fall, wo die py so gewählt werden, 
dass für alle v: 

ay ^ a;_i 

ist. Dann gilt die Ungleichung 



n 



* m — 1 m— 1 



a.nC,n- - - 2: a;Cy > a„,c„-7i' £ Cy; 

wir setzen a,„c,„^d„, und bekommen folgendes Resultat: 
y,Giebt es unter den positiven Grössen 

öl, «2 7 "37 ... d,n, ... 

unendlich viele, die oberhalb einer festen Grenze q liegen , und convergirt 
die Reihe 



so wird die Function 



V—U Oy 



f{x) = £ — cosa^Tiar, 

V=dL) ay 



falls jedes ay durch ay_i Iheilbar ist und unter al_i nicht herabsinkt, für keinen 
Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten haben können/^ 

Denn der vorausgesetzten Couvergenz der Reihe (e.) nach kann man 

eine ganze Zahl n so wählen, dass für -^ = c^ 

n^ 2: Cy<: ^(}. 
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Auaserdera wird man der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grössen 
d gemäss unendlich viele ganze Zahlen m so angeben können, dass die Un- 
gleichung 

Stattfindet; es wird hier also fllr unendlich viele Werthe von m 

n-\-m — 1 



sein, und also für unser specielles Werthsystem der a^ um so mehr 



«»2 n+m— 1 
^ — .2 



woraus folgt, dass die Reihe 



y=n 



an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Differentialquotienten haben 
kann. Dasselbe muss aber bei der zuletzt betrachteten Reihe f(x) der 
Fall sein, da sie sich von der Reihe (d-.) nur um eine differentiirbare 
Function unterscheidet. 

3. Schliesslich mag hier kurz eine Reihe erwähnt werden, welche 
Ableitungen aller Ordnungen besitzt, und doch nie nach ganzen positiven 
Potenzen von (ar— x„) entwickelt werden kann, was auch Xo sei. 

Solche Reihen sind zum ersten Male von Herrn P. du Bois-Reymond 
im 22. Bande der Math. Annalen aufgestellt worden; da sich aber die von 
uns hier zu behandelnde Reihe durch eine einfache Gestalt auszeichnet, 

# 

so dürfte sie wohl einige Leser interessiren. 
Es ist dies die Reihe 

unter a eine ungerade ganze Zahl verstanden. Sie convergirt offenbar 
ebenso wie alle ihre Ableitungen*) gleichmässig, und deshalb ist sie nach 
einem bekannten Satze gliedweise differentiirbar. Bedeutet b eine ungerade 

ganze Zahl, und schreibt man a;„ = -— , so bekommt man für die Ab- 
leitungen von f(x) an der Stelle a;„ die Formeln: 

*) Unter „Ableitung'" ist die durch gliedweise Diftereutiation entstandene Reihe 
verstanden. 
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wo der Kürze halber 

Jrt — I |j2*fi 

V(a'*) = Z — ^(co8a'*""'67i — 1), 

gesetzt worden ist. 

Die Tay/orsche Reihe für die Function f(x) setzt sich nun aus 
folgenden drei Reihen zusammen: 

i(-i)'K.'*)^^, 

iSA-^'*^ -(2*)!" 

Die beiden ersten dieser drei Reihen sind absolut convergent, wie 
man anmittelbar sieht, und von der dritten soll gezeigt werden, dass sie 
divergirt, wie klein auch (x— x,,) sein mag. Setzen wir zu diesem Zwecke 

I _ 1 

' y 

und nehmen y > 1 an, so ist der Ausdruck 

Vv\ > (y~vy = ''" 

für unendlich grosse v zu untersuchen. Nun ist aber fllr hinlänglich grosse 
Werthe von v: 

und da die letztere Grösse schliesslich jede Grenze übertrifft, so gilt dies 
um so mehr von der Grösse 

also auch von den Gliedern der dritten Reihe, welche deshalb divergirt, 
woraus sich die Folgerung ergiebt, dass die Function f(x) an keiner Stelle 
von der Form 

bn 

^" = -^ 

Journal för Mathematik Bd. CHI. Heft 2. 18 



138 Lerch, über die Nichidifferentiirharkeii gewisser Functionen. 

(b ungerade) eine Potenzentwickelung zulässt. Da aber die eben er- 
wähnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle vorkommen, so wird 
f(x) überhaupt nie durch eine Potenzreihe dargestellt werden können, da 
sie sich dann auf gewissen Stellen von der Form 

hn 

analytisch regulär verhalten würde, was unserem letzteren Ergebnisse wider- 
spricht. Hieraus kann man aber nicht schliessen, dass die Taj^/orsche Reihe 

für f(x) auch für diejenigen a:«, die nicht von der Form — ;;p sind, divergiren 

müsste, sondern es folgt hieraus nur, dass der Rest der Tay/orschen Reihen- 
entwickelung nicht unendlich klein wird, ebenso wie dies bei der Function 

e *' an der Stelle a?,, = der Fall ist. 

Weinberge in Böhmen, Dezember 1886. 
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lieber die Jacobischen Covarianten der Systeme von 
Berührungskegelschnitten einer Curve vierter 

Ordnung. 

(Von Herrn G, Frobenius in Zürich.) 



in seiner Arbeit Eigenschaften der Curven vierten Grades rücksicht- 
lieh ihrer Doppeltangenten (dieses Journal, Bd. 49, S. 265) definirt Steiner 
einige der wichtigsten irrationalen Covarianten der Curve vierter Ordnung, 
namentlich auch die 63 Jacofttschen Covarianten G^y welche zu den 63 Sy- 
stemen von Berührungskegelschnitten gehören. Am Schluss seiner Arbeit 
wirft er die Frage auf, welche Beziehungen diese 63 Systeme und ihre 
Covarianten zu einander haben. Da mir auf dem durch diese Frage be- 
zeichneten Gebiete noch kein P>gebniss bekannt ist, so habe ich einige 
darauf bezügliche Resultate, die ich in einer Untersuchung über die Theta- 
functionen von drei Variabein erhalten hatte, zusammengestellt und auf rein 
algebraischem Wege entwickelt. Von diesen Ergebnissen, die den ersten 
Anfang einer Theorie der (irrationalen) Invarianten und Covarianten der 
ternären Form vierten Grades bilden, dürfte in geometrischer Beziehung 
der in § 10 entwickelte Satz das grösste Interesse haben. 

In meiner Arbeit Ueber die Beziehungen zwischen den 28 Doppel- 
tangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung (dieses Journal, Bd. 99, S. 275), 
die ich im Folgenden mit D. citiren werde, habe ich die rationale Dar- 
stellung der 28 Doppeltangenten durch gewisse sieben unter ihnen, deren 
Möglichkeit Aronhold (Berliner Monatsberichte 1864) gezeigt hatte, voll- 
ständig durchgeführt und habe daher auf die rationale Form der aufgestell- 
ten Relationen besonderes Gewicht gelegt. Für die folgenden Untersuchun- 
gen ist dieser Gesichtspunkt weniger massgebend, und ich habe daher, indem 
ich auf die rationale Form der Formeln verzichte, den dort entwickelten 
Relationen eine einfachere und mehr symmetrische Gestalt gegeben (§§ 1—5). 

18* 
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lii den §§6 und 7 vervollständige ich die Hesse&che Theorie von den 
36 Arten, die 28 Doppeltangenten zu den Verbindungslinien von acht Raum- 
punkten in Beziehung zu setzen, und von dem Uebergang von einer dieser 
Darstellungen zu den 35 andern. Nach diesen Vorbereitungen wende ich 
mich dann in § 8 zu der Untersuchung der Relationen, die zwischen den 
in § 4 definirten Covarianten G^ bestehen. Als Anwendung der erhaltenen 
Resultate behandle ich in den §§9 und 10 ausführlich die Theorie der 
Curven dritter Ordnung, die durch die Berührungspunkte von sechs Doppel- 
tangenten gehen. Aus derselben ergeben sich bemerkenswerthe Beziehun- 
gen, in welchen die Functionen G^ zu den Wurzelfunctionen (§ 11) und 
ihren Diflferentialen (§ 12) stehen. Daran knüpfe ich noch in den §§13 
und 14 die Betrachtung einiger Covarianten dritten und vierten Grades, die 
mit den Functionen G^ in engem Zusammenhange stehen. 



§1- 

Doiinition der 28 Doppeltaugenteu einer Curve vierter Ordnung mit Hülfe der Raumfigur von Hesse. 

Seien a", ss', z", ss'" die Coordinaten eines Punktes z in Bezug auf 
ein Coordinatentetraeder, und seien 

(1.) zx = aW+aW+axz'+aT&'" (a = o,i....7) 

acht lineare Functionen von z. Damit die acht Ebenen «> = die gemein- 
samen Berührungsebenen von drei Flächen zweiter Klasse seien, ist noth- 
wendig und hinreichefad, dass man acht Constanten gx bestimmen kann, die 
der Gleichung ^gx^^l = identisch genügen. Ich setze voraus, dass nicht 
vier der acht Ebenen durch einen Punkt gehen, und dass nicht die Schnitt- 
linien einer derselben mit sechs der andern einen Kegelschnitt berühren. 
Die aus den Coordinaten von irgend vier der acht Ebenen gebildete Deter- 
minante (D. S. 297) 

(2.) faßr^ = {flay öf^ ayy öj) 

ist dann von Null verschieden, und keine der acht Constanten gx ver- 
schwindet. Ich will nun ^^gx^x durch zx ersetzen, also annehmen, die acht 
linearen Functionen zx seien mit solchen constanten Factoren gewählt, dass 
die zwischen ihnen bestehende Beziehung die Form 

(3.) Szl = 
hat. Dann ist auch, falls fi\ u\ v!\ u"' die Coordinaten irgend einer Ebene 



FrobeniuSy über Curven eierler Ordnung, 141 

u bezeichnen, und g(u) eine beliebige quadratische Function von u ist, 

(4.) 2:g(a,) = 0. 

Z. B. ist 

(5-) ^faßylfa'ß'rl = ^• 

Ist also aßyda'ß'yd' eine eigentliche Vertauschung der acht Indices 0, 

1, ... 7, so ist faßY^fa-ß'r^\laßYfi'la'ß'y'S'^^^ 0(ler faßyd'' fa'ß'r'9'^^ laßr^'''fa'ß'r'd'' 

Durch wiederholte Anwendung dieser Proportion ergiebt sich, dass das Ver- 
hältniss faßyi • fa'ß-rS' filr alle eigentlichen Permutationen denselben (und für 
alle uneigentlichen den entgegengesetzten) Werth hat. Durchläuft p die 
vier Indices «, /?, y, d und p' die vier übrigen Indices a\ (i\ y\ d\ so 
folgt aus den Gleichungen 

nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten fi^y,^ = flß'rH'* ^^ j^de 
der acht linearen Formen zx mit einem willkürlichen Vorzeichen behaftet 
ist, so kann man voraussetzen, dass 

ist. Dann ist allgemein 

WO * = +1 oder —1 ist, je nachdem aßydzluv eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der acht Indices 0, 1, ... 7 ist. 

Seien nun G'(u)^ 0, G"(j() = und G'"(ti) = drei von einander 
unabhängige Flächen zweiter Klasse, welche die acht Ebenen a; berühren, 
und seien x\ x\ x'" drei Parameter, die ich als die Coordinaten eines 
Punktes in einer willkürlich gelegenen Ebene deuten werde. Setzt man dann 

(8.) G(ix,n) = x'G\u)+x"G"(iu)+x'"G"\u), 

80 ist identisch 

(9.) Gl^x, a{) = 0. 

Sei G(x; u,v) die Polare von G(x,u)^ und sei 

(10.) ar,,;, = x^^^ = G(x; a,, a^) (a.^ = (M,...7), 

also nach Gleichung (9.) 

(11.) X«, ^ 0. 

Sind y'y y", y'" die Coordinaten eines beliebigen Punktes y, so ist nach 
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Gleichung (4.) 

I:G(x; a,,a,)G(y; a^, a^) = 0. 

Setzt man also 

Vaß = G(y; Ga, üß), 

so bestehen zwischen den Coefficienten der linearen Functionen (10.) quadra- 
tische Relationen, die sich in die identischen Gleichungen 

(12.) £x,^yß^ = 

zusammenfassen lassen. In denselben sind a und ß irgend zwei gleiche 
oder verschiedene der Indices von bis 7. 

Bekanntlich hat Hesse nicht nur die Gleichung (10.) gefunden (dieses 
Journal Bd. 49, S. 298, Formel (46.)), sondern sich auch mit der Bedingung 
(4.) mehrfach beschäftigt (vgl. dieses Journal Bd. 99, S. 111). Es ist mir 
aber nicht bekannt, ob er aus diesen beiden Relationen die Gleichungen 
(12.) abgeleitet hat, mit deren Hülfe es möglich wird, die Raumfigur von 
Hesse vollständig zu eliminiren und die Theorie der Doppeltangenten auf 
ein System identischer Gleichungen zwischen ihren Coordinaten zu gründen, 
die nicht complicirter sind wie die zwischen den Coefficienten einer quater- 
nären orthogonalen Substitution. 

§2. 

Die Invarianten der Curve vierter Ordnung. 

Nachdem ich die Möglichkeit der Bildung von 28 linearen Functionen 

a\ 1 I \ if n \ in tn 

^aß = ^ßa = (^aß^ +(^aß^ +Oaß^ 

dargethan habe, welche den Bedingungen 

(2.) Zx^j^y^x = 

genügen, will ich jetzt die bisher gemachten Voraussetzungen fallen lassen 
und diese Gleichungen zum Ausgangspunkte nehmen. Denselben füge ich 
ausser einer auf der Reductibilität dieses Gleichungssystems beruhenden 
Bedingung, deren Aufstellung erst unten in (8.) möglich ist, nur noch die An- 
nahmen hinzu, dass nicht von jenen 28 linearen Functionen eine identisch 
Null ist oder zwei sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, und 
dass unter ihnen wenigstens drei linear unabhängig sind *) (dass die 28 



*) Lässt man die Constanten a«^ und a'aß ungeändert, ersetzt aber die Constanten 
a'ali durch Null, so erhält man 28 neue Functionen Xaß, welche auch den Bedingungen 
(2.) genügen, sich aber sämmtlich durch zwei unter ihnen linear ausdrücken lassen. 
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Geraden a«^ nicht sämmtlich durch einen Punkt gehen). Der Bequemlichkeit 
halber behalte ich die Bezeichnung (11.) § 1 bei. Ist r der Rang (dieses 
Journal Bd. 86, S. 148) des symmetrischen Systems 

(3.) Xaß (a,>9 = 0,l,...7)^ 

falls X ein unbestimmter Punkt ist, so ist r auch der Rang des Systems t/aß* 
Unter den acht homogenen linearen Gleichungen 

JS Xalf^l = (a = 0,l, ...7) 

sind daher r unabhängig, und folglich haben sie nicht mehr als 8— r unab- 
hängige Lösungen. Den Identitäten (2.) zufolge sind aber ti = yßx acht 
Lösungen derselben, von denen r unabhängig sind. Folglich ist r < 8— r^ 
also r^4. Bedient man sich für die Determinanten vierten Grades des 
Systems (3.) der Bezeichnung 

\a ßrd J " '^^'' W- = «, ß. r. a;? 

SO ist 

kann also nur dann identisch Null sein, wenn zwei der linearen Functionen 
x,;., von einem constanten Factor abgesehen, übereinstimmen, oder wenn 
eine von ihnen identisch verschwindet. Da dies unseren Voraussetzungen 
widerspricht, so ist der Rang des Systems (3.) gleich vier. In demselben 
verschwinden also alle Determinanten fünften Grades, und folglich (vgl. 
dieses Journal Bd. 82, S. 240, Satz I.) ist, da das System symmetrisch ist, 

Mithin sind nicht nur, wie oben gezeigt, die Hauptdeterminanten, sondern 
auch die Nebendeterminanten vierten Grades in dem System (3.) sämmtlich 
von Null verschieden. 

Sind I, ri, t, ^ vier beliebige Indices und ebenso |', ti\ ^', t\ sind 
femer aßydxkfxv und a^ ß'^d^x'}! u'v* zwei eigentliche Permutationen der 
acht Indices 0, 1, ... 7, so folgt (vgl. dieses Journal Bd. 82, S. 237) aus 
den Gleichungen 

die Relation 
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Speciell ist 



und folglich 



(7.) 4f,i:) = .x("4-), 



wo t^ = 1 ist. Das so definirte Vorzeichen e ist der Gleichung (6.) zufolge 
unabhängig von |, tj, ^, r und unabhängig davon, welche gerade Permutatiou 
von 0, 1, ... 7 für aßydxluv gewählt wird. Zu den Relationen (2.) füge 
ich nun noch die weitere Einschränkung hinzu, dass 

(8.) 6 = +l 
sein soll. 

Nach Formel (6.) sind die Verhältnisse der Determinanten vierten 

Grades des Systems (3.) von x unabhängig. Nach Gleichung (5.) ist daher 



^^•^ ^Ctfrcj) ^ faßrüfa'ß'rS'Pip)^ 



ßr 

wo F(x) eine Function vierten Grades von x ist. Die durch diese Gleichung 
definirte Constante f^ßys ist von Null verschieden, wenn die Indices a, /9, y, d 
verschieden sind, wechselt das Zeichen, wenn man zwei der Indices unter 
einander vertauscht, und verschwindet, wenn zwei der Indices einander gleich 
sind. Diese Constanten sind nur bis auf einen gemeinsamen Factor genau 
definirt, den ich unbestimmt lasse. Ist derselbe fixirt, so ist F{x) durch 
die Gleichungen (9.) vollständig definirt. Speciell ist 

(10.) flßr^PQ^) = K^^ß'^S+f^^ß^-ix'aS^^^ 

und folglich sind die Geraden a^ß die 28 Doppeltangenten der Curve vierter 
Ordnung F = 0. Nach Gleichung (7.) ist ferner 

wo € = +1 oder —1 ist, je nachdem aßydxlij^v eine eigentliche oder un- 
eigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, ... 7 ist. 

Ist l ein veränderlicher Index und sind a^ /3, y, a\ ß\ y feste 
Indices, so ist die Determinante 

eine lineare Verbindung der Producte x^ix^^x^ ^ai^ß'i u. s. w. Aus der 
Gleichung 

(12.) I^XaiXßi = 
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folgt daher 

(13.) ^faßylfa'ßyl = 0. 

Sind X, l^ Uy V, p die fünf von «', /?', y verschiedenen Indices, so kann 
man diese Gleichung mit Hülfe der Formel (11.) auf die Gestalt bringen 

(14.) faßrMhfir^'^faßr^/fit^tfx'^faßrß^iyQxl'^laßrvlQmlfi'l'faßre''^^^ ^ 

Diese Gleichungen zeigen aber, dass man acht lineare Functionen (1.) § 1 
so bestimmen kann, dass faß^s gleich der Determinante (2.) § 1 wird. Nach 
einem bekannten Determinantensatze kann man z. B. 

/(fi23öi"^ = fxßrS (2=0,1.... 7) 

setzen, wo a, /?, y, d irgend eine eigentliche Vertauschung von 0, 1, 2, 3 
ist, also speciell 

Diese Darstellung zeigt, dass man die 35 Verhältnisse f^i^y : ^,23 durch die 
16 Verhältnisse fiß^^f : ^,23 (^ = 4, 5, 6, 7) rational ausdrücken kann. Nach 
Gleichung (13.) bilden aber diese (mit i multiplicirt) die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution und lassen sich daher mit Hülfe der Caj(/ßj(schen 
Formeln durch sechs Parameter rational ausdrücken. Anstatt aber (vgl. 
Riemann, Zur Theorie der Abekchen Functionen für den Fall p = 3; Ges. 
Werke S. 472) solche sechs unabhängigen Constanten einzuführen, ist es 
vortheilhafter, die Verhältnisse der sämmtlichen 36 (oder vielmehr 72) 
Grössen /«^^^ als (irrationale) Invarianten der Form F(x) beizubehalten*). 
Nach Formel (13.) ist 

(15.) 2:u,z, = 0, 

wenn ä^, = ä^, = a^, = ist, und a\ ft\ y irgend drei der acht Indices sind, 
und folglich gilt diese Gleichung identisch (vgl. D. § 3, (17.)). Sind daher 
t\ t\ (\ /'" die Coordinaten eines beliebigen Punktes t^ und geht a^ in ti 
ttber, falls man ^ durch t ersetzt, so ergiebt sich aus dieser Relation in 
derselben Weise die Gleichung -2*^2^;.— 0, und folglich ist auch, wenn g{u) 
eine beliebige quadratische Function ist, 

(16.) 2g{a;) = 0. 

*) Ist aßyxXfiv eine eigentliche Vertauschung der sieben Indices 1, 2, ... 7, und 
bezeichnet man fnxny =^ f{)aßy mit faßyy so erhält man die Grössen, deren Verhältnisse 
Herr Schottky (Abriss einer Theorie der i46e/schen Functionen von drei Variabein § 8, 
S. 30) als Invarianten von F(x) benutzt hat. 
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Mit Hülfe dieser Beziehung kann man nun folgenden Satz beweisen: 
Setzt man 

(17.) / = /u2i6/ü257/u347/u356 /(ß57/(046/ ü256/(m7 J 

SO ist auch allgemein 

Qlo.) €f = Inaßrlnaß'Y'lna'ßr'lna'ß'r lxa'ßyfxa'ßrlKaß*rl»aßr*j 

WO € = +1 oder —1 ist, je nachdem xx'aaßßyy eine eigentliche oder 
uneigentliche Permutation von 0, 1, ... 7 ist. Um dies einzusehen, genügt 
es nachzuweisen, dass der Ausdruck (18.) das Zeichen wechselt, falls man 
den Index x' mit irgend einem der sieben übrigen Indices vertauscht. Wendet 
man auf jede in dem Ausdrucke (17.) vorkommende Grösse f^Xfiy die Formel 
(11.) an, so ergiebt sich 

/ = /1357/ 1346/ 1256/1 247 / 1246/ 1257/ 1347/ 1356« 

Demnach wechselt der Ausdruck (17.) das Zeichen, wenn man mit 1 
vertauscht, und ebenso der Ausdruck (18.), wenn man x mit x* vertauscht. 
Ersetzt man ferner in diesem Ausdrucke a^ durch u, so erhält man die 
quadratische Function 

g(u) = (a^,u,aß^ay)(a^,u,aß,,a^)f^a'ßr'f»aßr 

welche für u = a^, üß, a^, a^,^ a^, und a«. verschwindet. Wendet man auf 
diese die Formel (16.) an, so ergiebt sich die Gleichung g(a^-\-g(a^') = 0, 
welche zeigt, dass der Ausdruck (18.) das Zeichen wechselt, wenn man x' 
mit a vertauscht, u. s. w. 

§3. 

Die linearen Gleichungen zwischen den Functionen x^ß, 

Ist X ein veränderlicher Index, so ist die Determinante 

\ß r S l ) ~ fßrSk/a'ßrS''' 

eine lineare Verbindung von x^'i, Xß.^^ x^.^, xs^i, und mithin ist den Formeln 
(12.) § 2 zufolge 

(1.) ^fß^s^Xai = 0. 

Wie oben folgt daraus, dass auch identisch 

(2.) Zx^,zx = 
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ist. Aus diesen Gleichungen habe ich D. § 7 bewiesen, dass man eine 
quadratische Function von u 

(3.) G(x,u) = -SiT^'^tt^^^fi^''^ 

deren Coefficienten x^*"" lineare Functionen von x sind, so bestimmen kann, 
dass die Gleichungen (9.) und (10.) § 1 bestehen. 
Multiplicirt man die Gleichung 

mit z„ und summirt nach x von bis 5, so erhält man 

(4.) 2a?67»C»7 = -^0iP«/»x«i^ 

und daraus, indem man «3 = js^ = «5 = setzt, 
oder 

(b.) /()126M27^67 ^^ /67Ul/67U2^12+/(i712/671U^2()"h/672ü/6721^01« 

Hierin vertausche man 6 mit 5 und eliminire dann x^» Mit Hülfe der in 
Gleichung (14.) § 2 enthaltenen Formel 

(7.) f»Ußf»lri'^fularfxlSß-\-fu\a8fMlßr = ^ 

findet man so 

/(J671 /ü672 ^125^57 /ü571 /(»72/ül26^C7 =^ Ai267/(»267/ 1567 ^01 "T /mST/OlGT/TSöl ^* 

Vertauscht man 2 mit 3 und eliminirt dann 0^57, so erhält man mit Berück- 
sichtigung der Formeln (18.) § 2 und (7.) 

C^V 7^67 =^ /(i234/(ß35/lr267/cl367^01+^314^öl5AÄ67/ülC7^(>2^"/ul24/ül25M 

Aus dieser Gleichung (und den analogen) folgt, dass / von Null verschieden 
ist. Denn sonst würden die sieben Geraden «„i alle durch einen Punkt Pu 
gehen, die sieben Geraden a^ alle durch einen Punkt Pj u. s. w., die Ge- 
rade Oaß würde also durch die Punkte P« und Pß gehen. Nach der Vor- 
aussetzung können die acht Punkte Po? Pi? ••• P7 nicht alle in einen zu- 
sammenfallen. Fielen sie nur zum Theil zusammen, so wären die 28 Ge- 
raden ttaß nicht alle von einander verschieden. Wären sie acht verschiedene 
Punkte, so würde nach Gleichung (10.) § 2 die Curve F = durch jeden 
von ihnen gehen und in jedem sieben verschiedene Doppeltangenten haben. 
Bedient man sich der D. § 5 eingeführten Bezeichnung, so folgt aus 
dieser Gleichung 

-/•[67, Ol, 02] = A24A25Ac7/a267[01,02,03], 

19* 
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und aus der Gleichung (6.) 

-/ül26A27[67, Ol, 02] = A67A67[12, 20, Ol]. 

Mithin ist 

[12, 20, 01]/^33 = [01,02,03](^IA,,). 

Durch Vertauschung von und 1 oder von 3 und 4 ergiebt sich daraus 

[10, 12, 13] = -[01, 02, 03), [OLOgiM ^ [Ol, 02, 04] . 

Setzt man also 

[Ol, 02, 03] = m^,^, 

so bleibt m bei jeder Vertauschung der Indices ungeändert. Aus den obigen 
Formeln erhält man folglich die Relationen 

(9.) [oß^ay.ad] = mf^ß^sy 

(10.) flßY.Y^^^ß] = ^/Z(/a^.O, 

(11.) /"[«/?, y-i^i Xft] = —ff^fxlaßfMfjiaßfMlfÄ^fMlfAafxXfij* 

In der Gleichung (10.) durchläuft l die fünf von a, ß, y verschiedenen 
Indices, in der Gleichung (11.) sind p, a, x die drei von a, ßj x, l^ /u 
verschiedenen Indices. Da die 28 Geraden a^ß nicht sämmtlich durch einen 
Punkt gehen, so ist m von Null verschieden. Mit Hülfe dieser Formeln 
kann man in allen zwischen den Functionen x^ß bestehenden Identitäten die 
Coefficienten bestimmen. 

§4. 

Die quadratischen Gleichungen zwischen den Functionen xafi^ Die B3 Covarianten Ga* 

Nach Gleichung (8.) § 3 ist 



/ijl23/()124/ijl25 A fm2X 

WO l alle Indices durchläuft, für welche der Nenner finix nicht verschwindet. 
Folglich ist 

^ /ül23/in24/ül25 /()132/ül34/!ll35 /ül 42/1)1 43 /In45 /()l52/ui53/In54 ^ 

^ fiT&ifmi'XxnXox , ^ fnoifnn^M^)X 
= ^ 7 r^ 



X fiivii X fmiX 

Auf der rechten Seite hat z. B. x^nx^l^ den Coefficienten 

/oi2S /^Ü132 



(1-) 
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Mithin verschwindet die betrachtete Summe, und ebenso ist allgemein 

lfMyaßlftvaYlfjivad^ma^la\lfAvßalfivßrlfJivßS^nß^lß 

\fiitraffivrßlfivr^^tr^h'^if*yiaif^y^ßif»v^r^'»^*^'^^ ^^ ^' 

Setzt man zur Abkürzung 

(2-) taßr = IlfaßrU 

80 ist, wie ich beiläufig bemerke, allgemeiner 






wo X und y zwei willkürliche Punkte sind. 

Demnach lassen sich die sechs quadratischen Functionen 

(4.) Ä?ü2^12? ^03^13? • • • ^07^17 

alle durch 3 unter ihnen linear ausdrücken, oder die sechs Linienpaare 
Xt^xx^i = gehören alle demselben Kegelschnittnetze an. Die «/acoitsche 
Covariante eines solchen Netzes definire ich durch die Gleichung 

{^0.) ^fniuißrlxlralxiaß^MA^) = ö(a?', rc", o?'") ' 

Der Relation (1.) zufolge bleibt diese Function G^^ ungeändert, wenn man 
a, /?, y durch irgend drei andere von x, l verschiedene Indices ersetzt. 
Femer ergiebt sich aus dieser Definition, dass 

(6-) G;* = --G^i 

ist. Daher setze ich Gxx = 0. Durch Ausrechnung der Functionaldeterminante 
erhält man 

Nun ist aber 

£\ {a^;l xi^ - a^f} x^^) x^''^ = x^^ xi^ - xi^ x,^ =: (/i =«,.». r). 

Eliminirt man x! , x\ a:'" aus diesen drei Gleichungen, so erhält man 
Addirt man diese Gleichung zu der vorhergehenden, so findet man 

^(»ißrUxrafniaßG^i = [^ct, ^-ß, ^r]^^a^.ßX^y+[la, xß, x/lx^^x^ßX^y 
+[xa, kß, xy]xxaX,ßXxr + [xa, zß, lr]^ia^Xß^xr 
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uud folglich 

ffHlßrfulrafuXaßGxxip) = fflaßr^»a^xß^>cr 
I iMlya iMlaßlttßrii fxßrvfußro ^ma ^Iß^ly 

'T'lMlaßlxXßrlMYafilxravticraQ^la^^nß^lr 
\ I Mi ßrf xhaf »aßfjil xaßvt xaßQ^Xa^lß^ ny' 

Sind a, /?, Y die Zahlen 1, 2, 3, so ist nach Formel (6.) § 3 

fiiaß*foaß5^*5 ^)a ^0^ . Xaß 



(7.) 



-:<r^ + 



f^Hkif^Slißf^Saß /()a«5 /!)^45 /a^46 



Multiplicirt man mit -~- und addirt die drei so erhaltenen Gleichungen, 
so findet man 



+ "r ? T 



/()i45/2345 fmAsfius fimsfuib 

^45 r Ag34flP35^m . /<014/imsa^)2 . foiZifuUS^ß 1 

AsUl f^Siüf^Siß ■- /2346 /3145 /i245 J * 

Nach Formel (8.) § 3 ist die letztere Summe gleich -^ — ^^^ — , und folff- 
lieh ist 

C^V / ^45^67 == Aö46/0267/(m5/Io67^ül^23 l~Aj345/(J367/ui45/in67^ü2^3l4'/^^ 

Allgemeiner gilt die Gleichung 



(9.) 



35« 11^^23^01^23 , ^lUXziyinyn . ^0^12^032^12 

"1 FTp 7^ r 



nfouif23AX nfm^kfziM ^fiOAxfn^x 

__ a?45a^7y45y67 . ^46^75y46y75 , a^47^56y47y56 

nf^SOxföHiK ^/400x/75<J« HUTüxfm)» ' 



WO sich ;^ von 1 bis 3 und X von 5 bis 7 bewegt. (In den Nennern sind 
die Indices und 4 nur scheinbar bevorzugt.) 

Demnach gehören die sechs Linienpaare, welche man erhält, indem 
man je eine der sechs quadratischen Functionen 

QlU.^ ^01^231 ^02^317 ^03^121 ^46 «^67? ^4C«^75 ^M^^ 

gleich Null setzt, alle demselben Kegelschnittnetze an. Wie leicht zu 
zeigen, berührt ein Kegelschnitt dieses Netzes 

die Curve F=0 in vier Punkten, falls 

i+i+^ = 

p q r 
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ist, und jeder andere Kegelschnitt desselben geht durch die acht Berührungs- 
punkte von zwei Berührungskegelschnitten hindurch. 

Die Jaco6tsche Covariante eines solchen Netzes definire ich durch 
die Gleichung 

{^iL.j ^mfgßy^ijaßy$\x) — ö(aj', a?", a?'") ' 

80 dass Gaßys das Zeichen wechselt, wenn man zwei Indices mit einander 
vertauscht, und dass sich G^m von G^^,^ nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann (§ 8, (2.)). Sind die Indices nicht alle unter einander 
verschieden, so bedeutet das Zeichen G^ßys die Null. Durch Ausrechnung 
der Functionaldeterminante findet man in derselben Weise wie oben 

+[Y^9 ay, ßy\x^ßXsßXg!i^-[yd, dß, ad]x^ßXg^Xß.^ 

= [r^9 ^ßy ßY\^aßXar^a6 + \y^9 ^7 y <^(^]^aß^SßXßy 

und folglich (vgl. Aronhold, 1. c. S. 517) 

(12.) faßrSGaßrd = XßyXj.sX;iß + Xj,sXSaXay + XSaXaßXßS + X^ßXßy,Xy^ 

und, wenn l die vier von a, ß, y, d verschiedenen Indices durchläuft, 

[—ffaßysGaßrS = (^fßrSl)^aß^ar^ad + (^farS?)^ßa^ßr^ßS 

+ ( ^faßS?) ^ra ^rß ^yS + ( f^faßrO ^Sa ^Sß XSr' 

Die sechs Paare von Doppeltangenten (4.) bilden eine S/et«ersche 
Gruppe, von der ich sagen will, sie gehöre zur Charakteristik [Ol]. Ebenso 
bilden die sechs Paare von Doppeltangenten (10.) eine Stetnersche Gruppe, 
die zur Charakteristik [0123] gehört, so dass die beiden Charakteristiken 
[0123] und [4567] als gleichbedeutend zu betrachten sind. Ich habe 
D. § 6 die drei Doppeltangenten a^ß, ö^^, a^^y, deren Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitt liegen, syzygeiisch genannt, und ebenso die drei Doppel- 
tangenten a^x^ ö^y, ö^^. Dagegen habe ich die drei Doppeltangenten 
Oaßy o^an ^aif dcrcu Bcrührungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen, 
azygetisch genannt, ebenso a^^, a^«, a«^ und a«^, a^x, a,^. Jetzt will ich 
zwei verschiedene S/etwersche Gruppen sy^ygetisch oder azygetisch nennen, 
je nachdem ihre Charakteristiken eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Indices gemeinsam haben. Azygetisch sind also [aß] und [ay], [a/i] und 
[axlfi] = Ißy^y]^ [^ßT^] ^"^ [^ßy^]' Syzygetisch sind aber [aß] und 



(13.) { 
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[yd], [aß] und [aßyd], [aßj^d] und [aßxX], Unter den 63.31 Paaren, die 
sich aus den 63 Stemerschen Gruppen bilden lassen, giebt es 63.15 Paare 
syzygetischer Gruppen und 63. 16 Paare azy getischer Gruppen (Steiner 1. c. V.) 
Eine Steiner^che Gruppe enthält zwölf Doppeltangenten, welche in sechs 
Paare conjugirter Geraden zerfallen. Zwei syzygetische Gruppen haben 
vier Gerade gemeinsam, z.B. die durch [0123] und [0145] charakterisirten 
Gruppen die vier Doppeltangenten 

(14.) Ooi, 023, «45, «67, 

von denen je drei syzygetisch sind, und von denen je zwei in einer der 
beiden Gruppen oder in der Gruppe [2345] conjugirt sind. Zwei azygetische 
Gruppen aber haben sechs Gerade gemeinsam, z.B. die durch [0126] und 
[0127] charakterisirten Gruppen die Doppeltangenten 

(15.) ai2, «20, «Ul, «45? »537 »34, 

von denen je drei azygetisch sind, und von denen nicht zwei in einer 
der beiden Gruppen conjugirt sind, und deren keine der Gruppe [67] 
angehört. 

Die Wurzeifunctionen. 

Liegt der Punkt x auf der Curve F(x) = 0, so kann man, wie ich 
D. §8 gezeigt habe, die Vorzeichen der Wurzeln 

(1.) ]^~^ Ca. ^ = 0,1,. ..7) 

SO wählen, dass ihr System alternirend und vom liange 2 wird. Im Fol- 
genden ist unter ]^abc... immer das Product ]^a]^bfc... zu verstehen. Dann 
bestehen die Gleichungen 

(2.) YX^^ = - ]^Xaß, ^X^ßX..^ + ix^^X!iß-\-iXabXßr = ^^ 

aus denen ich 1. c. die weiteren Relationen 



(3.) Ai^;l'a:^air.la+A/r«'^^*i»^/.^+AAa,$liPirra^ir = ^ 

abgeleitet habe. 

Aus den Formeln (8.) §4 und (13.) §2 folgt die Gleichung 

fx^S^G' = /(»245/(K67(/(ß45/(ß67"t"/i)145/()167)^01^23 

^"^l45/^)lC7 (fous/möi '^fin^fineij ^«o ^3i 

— /(n45/ül67/(l245/ü267^(0^l2« 
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Nach Formel (2.) ist aber 



und mithin 

Demnach lässt sich if dnrch die oben definirten Wurzeln rational aus- 
drücken. Setzt man 

(5.) l7l^«45^07 = /(H45/oi67l^iP(ßi^l3 + /(ß45/u267liPoi^23» 

80 behaupte ich, ist auch allgemein 

(6.) yfyX^xX^y = faßMlfaß,iyyXarXßi-\-f^^^if^yf,yyXaßXyS' 

Dass z. B. die rechte Seite der Gleichung (5.) ungeändert bleibt, wenn man 
2 mit 3 vertauscht, folgt aus den Gleichungen (13.) § 2 und (2.). Ver- 
tauscht man femer in der Gleichung (5.) 5 mit 6 oder 5 mit 7, und geht 

dabei die linke Seite in f^' ^■f }' x^x^^ oder e^yp^x^^xas über, so können a' 
und fc" nach Formel (4.) nur gleich ±1 sein. Addirt man aber die drei 
so erhaltenen Gleichungen, so findet man nach Formel (7.) § 3 



^x^sXgi + «' )/x4(iXjs + e" ]^X^^Xi^i = 0. 

Nach Gleichung (3.) muss daher 
sein. Endlich ist nach Gleichung (3.) 



/254<» ' ^23 ^53 l" /isiO ^ ^24 ^54 1 /2534 ' ^2<)^5«) — ^? 

/i5MiVxiiXs:\-rf\^aVxi^x^-i'fimYxn)Xsn = v). 
Eliminirt man daraus l/x^^ij so erhält man 

r 3753 (/2540 / 1534 r ^*23^1() / 1540 /2534 '^^13X21 J 
I r X^ {f'ZSllß / 1534 1 ^24^10 /15<0 /2534 ' ^14^2(y ^= v. 

Mit Hülfe dieser Beziehung zeigt man leicht, dass das Vorzeichen von ]-f 
in der Gleichung (5.) auch ungeändert bleibt, wenn man 3 mit 4 vertauscht. 
In Folge der Relationen (3.) kann man, wie ich D. §8 (13.) gezeigt 
habe, eine Ebene u so bestimmen, dass 

(7.) y^x^i.,x..^x,,^^ = (n, a^, a,, a.^) = w,,.^^ 
wird. Wegen der Gleichungen (2.) kann man 16 Grössen /?;, ^;i(i = 0, 1,...7) 
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finden, welche den Bedingungen 

(8.) }/x^^ = Paqß-Pßqa 
genügen. Dann ist 

Xaß = PWß-'^PaqaqßPß + qlp'ß 



und mithin 

^aa' ^aß' ^ay 

j 

; ^ßa' ^ßß* ^ßr 



Pl Paqa q'a\\ q\' -^q^.f^, pl 

= \p} Pßqß q'ß\\q\^ -^qßPß p% 

Der erste Factor ist gleich 

-(Pfi9r-Pr9ßXPr9a-Paqr)(Paqß-pfiqa)' 



Also ist 



(9.) 



and folglich ist 



pl PaQa q\ 

p} Pßqß ftß 

P'r Prqr 9r 



— rXßyXyaXuß tl 



ißr> 



(10.) a;(" n = 2}/xßyX^^x^ßXß.^.x^.^.Xa.ß. = 2«„^y«„.^,^. 



§6. 

Die 3G Hmsc sehen Anordmiagen der 28 Doppeltaugenten. 

Schreibt man die Gleichung (8.) § 3 in der Form 



(1.) 



fxai 



= £1 



faC74f;.675 



^iil 



fu67l/(Jü72fü673 X fitClX 

und bedient man sich der Abkürzung (2.) §4, so zeigt sie, dass 



f^Gl 



(20 -y-^(ao, «6,07, w)(««)? «6,07. <?) = 2 

/(J67 X 



__ 5 Xi)x(ai,a(i,a7^ w)(a2, Oe, 07, t?) 



fiiöll 



ist für fi = Ö4, r = «5 und ebenso für n = a^, t? = ai, wo x und l irgend 
zwei verschiedene der Indices von 1 bis 7 bedeuten. Folglich ist diese 
Gleichung identisch erfüllt. Setzt man «1 = © == «5, so erhält man 



und allgemein 






^ '' nfarSl ~ T farSl ' 



wo l die vier von «, ß, y, ö verschiedenen Indices durchläuft 
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Ich theile nun die acht Indices in zwei Gruppen von je vier, näm- 
lich 012 3 und 456 7, und setze zur Abkürzung 

(4.) ^ ' 3 .3 3 3 

80 das8 

(5.) UM = UUUf. 

ist Die Gleichung (6.) § 3 oder 

(6.) — - - ' — = -^ 1-7 V-f> a = 4. 5,6. 7) 

\l /Ü23/. \va\l fmi). 

multiplicire man mit f^mV^M U"d summire nach l von 4 bis 7. Dann er- 
hält man 

Nach Formel (3.) ist aber 

y A23AyOA _ /• fy2i 

hmx h 

und folglich ist 

/n \ f^2zy2z , f^ziy^i . fiTnyu , «7 fnix^aym ^ 

f\ U h X fx 

In derselben Weise findet man die Gleichung 

/. " Ä fs h fi 

Multiplicirt man aber die Gleichung (6.) mit f^miyM ^nd summirt nach l 
von 4 bis 7, so erhält man 

/. ^UmPnixXK)xy\i. _ ^ (^f ^, ^_l^ ( sr f^^^^y^ l \ 1 ^ /^ v /'«^^y^'^ ^ 

—^1123-^ > = a;.23(-^/,«3iyu;+ ^31 1-^-7 — j^^^Ar-'-fT-j 

fx ^ hmx ^ ^ hmi ^ 

und folglich nach (1.) § 3 und (3.) 

A h X * fx 

Ebenso findet man 

Aus zwei Gleichungssystemen von der Form 

{t a 

20^ 
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folgt bekanutlich 

Solche zwei transponirte Systeme sind die folgenden: 

-/Ü123-^— ? = 7 f-^^ \--f a = 5,0,7) 

Jx hmx /(I3U hM2X 

_f f^l»y^H ___ jG7_,jTS_,_y56_ 

/4567 f — "7 r-7 -r-J. (x=^l, 2, 3). 

fx /467x /475« /456« 

Denn es ist 

/0235 = /46717 hmS = /4Ö72 tt« S. W. 

Mithin folgt aas ihnen 



(11.) 



/567I ^23 y41 , /«?723?3iy42 , ftOlZ i^n y43 



fi ' fz ' h 

000 

I A235^05yC7 , fva^X{)i^yiS , flT^l^nffSG rv 

/5 /6 /7 



Setzt man also, falls et, ß^ y, ^ die Zahlen 0, 1, 2, 3 und x, l, fi^ v die 
Zahlen 4, 5, 6, 7 in irgend einer Reihenfolge sind, 



(12.) 






80 bestehen die identischen Gleichungen 

(13.) :^lx^xyßi = 0. 

Da ich nun oben alle Beziehungen zwischen den Doppeltangenten einzig 
und allein aus den Gleichungen (2.) § 2 abgeleitet habe, so folgt aus diesen 
Identitäten, dass zwischen den Functionen x\ß dieselben Relationen bestehen 
wie zwischen den Functionen x^ß. Zu dem Gleichungssystem (2.) § 2 habe 
ich oben noch die Bedingung (8.) § 2 hinzugefügt. Damit für das Glei- 
chungssystem (13.) die analoge Bedingung erfüllt sei, müssen die neun in 
den Formeln (12.) auftretenden Quadratwurzeln so gewählt werden, dass z. B. 



^Y0123x ^ ^.^4567x 
^V0145>' ~" "^ V0145>' 



wird. Setzt man x^^^ = ^45 = 0, so reducirt sich diese Gleichung auf 

^ UfbUfii^m^n—^iXi^i'i) = ffof 1/2/3(^410^51— ^aT^sg)' 
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Ans der Gleichung 

^f0123N^ /4567N 
^V0145>' "^^0145-^ 

erhält man aber, falls x^ = 0^45 = ist, 
Mithin ist 

(14) \/fiiM = ^nWv 

Die Anordnung (3.) § 2 der 28 Doppeltangenten in acht Zeilen und acht 
Colonnen will ich durch das (willkürlich gewählte) Symbol [A] charakteri- 
siren. Um daraus die neue Anordnung 

(15.) X^aß (a, ^=rü, I, ...7) 

herzuleiten, habe ich die acht Indices in zwei Gruppen von je vier getheilt, 
0123 und 4567. Daher will ich diese Anordnung durch das Symbol [&0123] 
charakterisiren, welches ich mit [A4567] als gleichbedeutend betrachte. In 
ähnlicher Weise entspricht jedem Symbol [kaßyd'] = [ky.luv] eine bestimmte 
Anordnung der 28 Doppeltangenten in acht Zeilen und acht Colonnen. Zu- 
sammen mit der ursprünglichen sind dies 36 Anordnungen, die auch schon 
von Hesse (dieses Journal, Bd. 49, S. 306) angegeben sind. Was ich hier 
zu seinen Entwicklungen hinzugefügt habe, sind die constanten Factoren, 
mit welchen die Functionen x^ß multiplicirt werden müssen, damit sie in 
der neuen Anordnung genau denselben Gleichungen genügen, wie in der 
ursprünglichen. Sieht man von diesen Factoren ab, so lässt sich die Kegel, 
nach der aus einer Hesse^c\i^n Anordnung die übrigen abgeleitet werden, 
auf folgende einfache Form bringen: Man nehme irgend eine S/eiwersche 
Gruppe und vertausche je zwei Doppeltangenten mit einander, welche con- 
jugirte Gerade in dieser Gruppe sind, lasse aber die übrigen 16 Doppel- 
tangenten unverändert stehen. Nimmt man die Gruppe [0123], so erhält 
man aus der Anordnung [&] die Anordnung [&0123]. Nimmt man aber die 
Gruppe [Ol], so werden in der Anordnung [&] nur die beiden ersten Zeilen 
mit einander vertauscht und die beiden ersten Colonnen. Diese Anordnung 
bleibt also im Wesentlichen ungeändert. 

Von den sieben Doppeltangenten, welche in irgend einer Reihe einer 
J7e««eschen Anordnung stehen, sind je drei azygetisch. Solche sieben Doppel- 
tangeuten will ich ein -4rofiÄo/rfsches System nennen. Um ein solches zu 
constmiren, nehme man zwei beliebige Doppeltangenten t^ und tz und wähle 
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dann für t^ irgend eine der 16, welche mit /j und ^2 azygetisch sind, für 
^4 irgend eine der zehn, welche mit je zwei der Geraden ^i, /j, t^ azygetisch 
sind, für t^ irgend eine der sechs, welche mit je zwei der Geraden /i, t^, 
^3, /4 azygetisch sind. Dann giebt es (vgl. § 10) eine ganz bestimmte 
Doppeltangente t, welche mit fi, ... ts zusammen einen Kegelschnitt be- 
rührt. Diese ist mit je zwei dieser fünf Geraden azygetisch, darf aber nicht 
für /ß genommen werden, weil es sonst nicht möglich wäre, /? den geforder- 
ten Bedingungen gemäss zu wählen. Ausser dieser Geraden t giebt es 
noch zwei andere /ß und /,, welche mit je zwei der Geraden <i, ... ts 
azygetisch sind. Diese bilden mit ihnen zusammen ein Aronhold^che^ 
System *). 

Die Anzahl dieser Systeme ist mithin 

28.27.16. 10.6.2.1 _ «oo 
1.2.3.4.5.6:7 "' ^^' 

Jedes derselben bestimmt sieben andere, welche mit ihm zusammen eine 
Hesse&che Anordnung bilden, vollständig, und mithin ist die Anzahl der 
möglichen Hesse^chen Anordnungen 288 : 8 = 36. Ausser den oben ent- 
wickelten Anordnungen giebt es also keine weiteren. 

§7. 

Das Verhalten der Invarianten, Covarianten und Wurzelfunctionen beim Uebergang von einer Hesteschen 

Anordnung zu einer anderen. 

Seien faßys, A ^y ^'aßy ^'aßyd die Grössen, welche aus den linearen 
Functionen x^ß in derselben Weise abgeleitet sind, wie die Grössen faßyS, 
f, m, Gaß9 G^ßys aus den Functionen x^ß. Dann ist 

^'(0123) "" f^'2,F(x), 



*) Alle Eigenschaften eines beliebigen Systems von Doppeltangenten sind bestimmt, 
sobald man von je drei derselben angeben kann, ob sie syzj gotisch oder azygetisch sind, 
und ausserdem von je sechs (resp. acht) derselben, ob ihre Berührungspunkte auf einer 
Curve dritter (re^sp, vierter) Ordnung liegen oder nicht (vgl. dieses Journal, Bd. 89, S. 187). 
Es ist wohl bemerkenswerth , dass Steiner gerade diese wesentlichen Eigenschaften der 
Doppeltangenten in seiner grundlegenden Arbeit behandelt hat. Zu dieser Arbeit möchte 
ich bei dieser Gelegenlieit noch die Bemerkung hinzufügen, dass immer, wenn durch die 
Berührungspunkte von zehn verschiedenen Doppeltangenten eine Curve fünfter Ordnung 
geht, die Berührungspunkte von sechs unter ihnen auf einer Curve dritter und die der 
beiden anderen auf einem Kegelschnitt liegen müssen, und dass allgemeiner, wenn durch 
die Berührungspunkte von 2n Doppeltangenten eine Curve wter Ordnung geht, auch eine 
solche Curve wter Ordnung durch sie gelegt werden kann, die in lauter Curven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung zerfallt. 
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und mithin 

/•»2 __ /2 f 

Ü123 — /üi23 r r r r ' 
/u/ 1/2/3 

Die Grössen f^ß^s waren nur bis auf einen allen gemeinsamen Factor genau 
definirt. Bedeutet aber F dieselbe Function wie bisher, so sind die Grössen 
faßys bis auf ein allen gemeinsames Vorzeichen genau definirt, das willkllr- 
lich gewählt werden kann. Ich setze nun 

\M\hn 
Die Functionaldeterminante \x^iy x^,^^ jj^J bezeichne ich mit \yX^ fiv, pa]'. 
Dann ist nach Formel (9.) § 3 

i»'/üi23 = [Ol, 02, 03]' = —t!L=^ [23, 31, 12] = - '^^'^"^^ 



und folglich 

(2.) m' ^ —m. 
Ferner ist 

m'U = [Ol, 02, 04]' = -4^ [32, 31, 04] = -^^^ 

und daher 



K^'J /(n24 — ; 



Sodann ist 



V/ljAA/In24 



2/.2 



und mithin 



Endlich ist 



und folglich 



«Tu.« = [Ol, 04, 05J = 11'^ [23, 04, 05] 



C^O /•»l« "~ J^~ ~~r ^ fm45 firiJA/inZb/ 123^ f 1235' 

MhhUU 

j-nf,,,, = [12, 20, Ol]' = -^^^[30, 31, 32], 



Die Function 60123 ist die Functionaldeterminante der drei Functionen x[nX2i^ 
^112^319 ^0^12 und kann sich daher von 60,23 nur um einen constanten Factor 
unterscheiden. Ebenso ist, von einem constanten Factor abgesehen, 

&0W4 ^ 634, Urui45 = 6(n4S) 601 = (ftn? 645 = ^45? 634 = Goi24» 
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Ich will nun die constauten Factoren berechnen, um welche sich die Func- 
tionen G'a von den Functionen G^ unterscheiden. Nach Formel (12.) § 4 ist 



Güi23 Gm2z 



also nach Formel (13.) § 4 

(6.) 

/()123 /U123 

Ebenso ist 

1)1 24 ^»124 — ^« II *^iri ^12 r ^12 ^24 ^41 I ^02 •*'()4 ^241" ^(J4^UI ^41 

und 



42 



//3412/3*2o/3401 ^34 — / /4l)12^3()^31^32~r/342ü/34()1^125/3126/3127^30^41^ 

I /34(J1 /3412/32J»5/32liß/ 32(17 ^40^31 ^42 "r/3412/34a)/30l5/3()lf)/3U17^4(J^4l^32 ? 

nnd folglich (vgl. § 8, (6.)), 

/'7 N filI2 4 __ /-» ^5673 _ ry 

\*V "Tv "" ^34? ~ft — ^43« 

/(n24 /5073 

Vertauscht man in dieser Herleitung die beiden Systeme x^^ und x^ß, so 
ergiebt sich 

•Q \ /-,t Gn24 ril Ö5G73 
Co.; If34 = -^; , CJ43 = ~x 

/<I124 /5t)73 

Stellt man nach Formel (12.) § 4 die Ausdrücke filr G0145 und G0145 auf und 
setzt in denselben ar„4 = x,,^ = 0, so erhält niiin 

\y') fi ' — "7 

/CI145 /ni45 

Aus der Gleichung (5.) § 4 findet man die beiden Formeln 

(10.) Goi=Gni, ^« = ^45, 

die erste, indem man y., A = 0, 1 und a, /?^ ;^ = 5, 6, 7 setzt, die zweite, 
indem man %y ^ = 4, 5 und «, /?, y = 0, 1, 2 setzt. 

Endlich will ich auch noch die Wurzelfunctionen fx'^^ durch die 
. _ 4 _ 

Functionen /jr«^ ausdrücken. Dabei will ich, falls \a definirt ist, unter i a 

_ 4 

immer eine der beiden Quadratwurzeln aus ia verstehen und unter iah 

4_ 4. _ 

das Product \a ib. Die Grösse 1^ nehme ich in den Formeln (12,) § 6 
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mit demselben Vorzeichen, wie in der Gleicliung (6.) § 5. Setzt man dann 

ifafß iui 



(11.7 



* •''«X 4 < "j 

4_ 4 

»•*'xa — ' **^a>t — 4 — 4 1 



wo a, /?, ;^, cJ eine eigentliche Permutation der Zahlen 0, 1, 2, 3 und 
^9 ^9 t^9 ^ ^^^^ solche der Zahlen 4, 5, 6, 7 ist, so überzeugt man sich 
leicht, dass die Relationen 

sämmtlich erfüllt sind. Unterwirft man ferner die in die obigen Formeln 
eingehenden vierten Wurzeln der Bedingung 

4 4 

l/- 



(12.) iu.un - W5/0/:, 

80 ergiebt sich durch Uebertragung der Gleichung (5.) § 5 auf die neue 
Anordnung die Relation 

(13.) rf = -^f = rf. 



§8. 

Relationen zwischen den 03 Co Varianten G«. 

Ist ^aa = 1 und ßaß = 0, falls ß von a verschieden ist, und ist r eine 
unbestimmte Grösse, so ist der Gleichung (12.) §4 zufolge if^ßy^G^ßy^ der 
Coefficient von r in der Determinante vierten Grades 



x^x-\-re^,\ («, i = «, ß, r, d). 

Setzt man 

so folgt aus der Formel (12.) §2 die Relation 

Daher ist das System der f^lemente —r^ßr~'^ das reciproke des Systems r„^, 
und mithin ist jede Determinante fünften Griides aus dem System r^ß gleich 
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der complementären Determinante dritten Grades aus dem System rj,^^ 
multiplicirt mit — r^ 

Seien x, l veränderliche Indices, welche die vier festen Werthe 
^9 ßß 7y ^ durchlaufen, und x\ l' veränderliche Indices, welche die vier 
festen Werthe «', ß\ y\ J' durchlaufen. In der Determinante vierten Grades^ 



« = <^o 



bezeichne ich die dem Elemente r^i entsprechende Unterdeterminante mit 
R^i. Setzt man dann 

SO ist 

und folglich nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten *) 

Nach Gleichung (9.) §2 ist |ß,>J = fi^ (t\ir unbestimmte Werthe von x) 
nicht durch r theilbar. Lässt man also in der erhaltenen Gleichung die 
durch r^ theilbaren Glieder weg, und dividirt sie dann durch R^^ so erkennt 
man, dass 

durch r^ theilbar ist. Nun fängt aber die Entwicklung von \r^i\ nach 
Potenzen von r mit faßrsF+'^faßydGaßrsr an und die von \r^x,\ mit faßydfaßy'S'F^ 
Mithin ist der Coefficient von r^ in dieser Determinante 

^^U ß r S '^J'-' ^ faßrSf^a'ßy'd'(^)+fa'ß'rd'Gaßr;i(x). 

Sind z. B. «', /?', y', J' die vier von cf, /?, y, J verschiedenen Indices, die 
ich mit Xy i, «, v bezeichnen will, so sind die Grössen ß,;, sämmtlich NulU 
und mithin ist die Determinante (1.) von r unabhängig. Folglich ist 

*) Die obige im Folgenden noch mehrfach benutzte Methode für die Untersuchung 
der Relationen zwischen den Unterdeterminanten eines Systems von Elementen verdankt 
man Herrn Kronecker (dieses Journal Rd. 72, S. 152 und Rd. 99, S. 340). Der Deter-^ 
minantensatz, auf den sich die Untersuchungen von Hesse gründen (dieses Journal Rd. 49, 
S. 251) ist ein ganz specieller Fall der Entwicklungen des Herrn Kronecker. 
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•oder 



iMkfiy laßyo 

WO € dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichung (11.) §2. 

Zwischen den Subdeterminanten eines symmetrischen Systems r«^ 
besteht nach Herrn Rronecker (Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1882, S. 821) 
-die identische Gleichung 

^XfiVQ^ ^fAVQx^ ^VQxX^ ^QxXfxy^ ^xlflP^ 

Ist a! ß'yxkiivQ eine eigentliche Permutation der Indices 0, 1, . . . 7, 
80 ist der Coefficient von r* in der Determinante ^(^ ) gleich 

fXfivq^aßyM^fafSyx^lfjirQ faß'y'x^ußyx faßyu^a'ß'y'x* 

Aus jener Identität ergiebt sich folglich die Relation 

• 

(3-) ^faßylGaßVxi^) = £ fa'ß'yl^a^A^)' 

Sind a^ /?, y, «', ß\ y sechs verschiedene Indices, so ist diese Gleichung 
eine Folge der Gleichung (2.); sind nur fünf dieser Indices verschieden, so 
ist sie eine lineare Relation zwischen gewissen sechs der Functionen 6?«^^^^. 
Durchläuft V die Indices «, ß, y und v' die Indices «', ß\ y\ und 
ist in der Determinante dritten Grades 

die dem Elemente r^^. entsprechende ünterdeterminante gleich R^y., so ist 

^C/9yA) ^ ^^n- 2Ryy'r,,ry,' 
4ind mithin nach Formel (1.) 

faßyk Gaßyi-\-fc!ß'y'l ^aßyX = [Rt— 2, Ry^-TylTi^^x . 

y yy 

Nun folgt aber aus der Gleichung (12.) § 2 

Mit Berücksichtigung der Relation (3.) ergiebt sich daher 

"^^faßyiGaß'yx = [8ßr— 2r -S ß^/r^/}.,, 
also weil 

^R^y'T^y' = R 

r 

ist, 

21* 
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oder 

(4) x(^'^p = ^LßrxGa,yx(F)> 

Entwickelt man mittelst dieser Formel die Determinante x{ n .\ 

^a p y o / 

nach den Elementen der ersten Zeile, so erhält man 

faßySfaß'rd' P = ^aa (^ GlßrSflß'r'ü^ — ^aß' (^ GxßySflaYS-) 

also, weil nach Formel (1.) § 3 

fiß'r'^'^aa —fla'r'S'^aß' +flaß'd'^a/ —fxaß'r'^aS' = faß/S'^aX 

ist, 

(5.) JSx.^Gi^^sC^) = /a^,,)F(ar), 

wo a nicht von /?, y, d verschieden zu sein braucht. 
Endlich will ich noch zeigen, dass 

(6.) 2: G^,,,{x) G^.,y^{T) = F(t) [r(2'^' pl, 

ist. Zu dem Zwecke setze ich, indem ich a, ß, y, «', ß\ y' als feste, x, L 
als veränderliche Indices betrachte. 



Nun ist 



und 



2Xa^r^^' = rXaa 

X 



2^a»G^ßyX — faßrk'^j 



und folglich ist 



^x„.K, = F^A,,,G<.<,y,-Fx(^'^'P = 0. 



Für x = ß oder y verschwindet V^ identisch. Angenommen nun, es sei 
bereits bewiesen, dass F, = ist, falls x keinem der Indices «', ß\ / gleich: 
ist, so reducirt sich die obige Gleichung auf 

OOaa'Va'+Xaß'yß' + ^arVy = 0, 

und da diese Gleichung für jeden Werth von a besteht, so ist auch 
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Gilt also die Gleichung (6.) immer, falls unter den sechs Indices «^ ß, y, a', ß\y 
genau (> verschieden sind, so gilt sie auch, falls unter ihnen nur p— 1 ver- 
schieden sind. Nun ist aber, wenn jene sechs Indices alle verschieden 
und fi, V die beiden noch ttbrigen Indices sind, 

Oaßrfi = ±Gaßyy und G^ß^y = +GaVVV 
und folglich 

Damit ist die Gleichung (6.) allgemein dargethan, z. B. ist 

(7.) ^-l^lG^ni2A(^)G^.)m(^) = —P(^)0x^u2^ia+^i2iJ^i3)y 

^iG^nni'^) = — ^(a?)(^m+a??r2+a?l2)• 

Jede der aufgestellten Formeln lässt sich mit Hülfe der in § 6 und 
§ 7 entwickelten Uebertragungsmethode auf viele verschiedene Gestalten 
bringen. Aus der grossen Zahl von Formeln, die sich so ergeben, hebe 
ich nur die folgenden hervor: 
Nach Formel (3.) ist 

also 

und ebenso allgemein 

(8.) £{faßyxG,,x — G^ßyi)f^ßyx = 0. 

Daher verschwindet der Ausdruck 

für u^a'ß, f> = ayy falls ß', y' irgend zwei der sechs von /?, / verschiedene» 
Indices sind, und folglich verschwindet er identisch. Somit gilt die Gleichung: 
(8.) ohne jede Einschränkung, und mithin ist nach Formel (4.) 

Setzt man also 

(10.) 2:G,x(x)ylx = 2/..(a:, y), 
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80 hat die quadratische Function L„ der Variabein y nach Formel (9.) 
§ 3 für j^o. = y^ß = den Werth 

und daher ist L,, bis auf einen constanten Factor mit der Function identisch, 
welche ich D. § 2 (9.) mit L bezeichnet habe. Ist also x ein gegebener 
Punkt, so ist L^{x,y)^Q die Gleichung der beiden Geraden, welche sich 
in X schneiden und zusammen mit den sieben Geraden a«o, . • . a«; die neun 
gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Klasse bilden. Ist aber y 
ein gegebener Punkt, so sind L^(x,y) = (a = 0, 1, ... 7) die Gleichungen 
der acht Berührungscurven dritter Ordnung der Curve F = von der 
Charakteristik [ä], welche in y einen gewöhnlichen Doppelpunkt haben. 
(Vgl. D. S. 281, Anm. II.) 
Nach Formel (5.) ist 



/ÜI23F — ^XoxG;tl23j 

A 

also 

und allgemein 

(110 -^faßrSP^^) = ^^axGax(^)fkßr8' 

A 

Folglich ist auch 

(12.) -z^F(x) = i:x,,G,,(x)s,, 

A 

und daher, wenn man jb^ = jb^ = jb^ = setzt: 

(13.) JSf^^ ,x^xGax(x) = 0. 

Die Gleichung (11.) gilt also auch, wenn a einem der Indices ß, y^ S 
gleich ist. 

§9. 

Die 5040 Systeme von sechs Doppeltangenten, deren Berührungspunkte auf einer Curve dritter Ordnung 

liegen, und die ein Pa«ca/sches Sechseck bilden. 

Ist in der Determinante X = xy ^^j die dem Elemente x^i ent- 
sprechende Unterdeterminante gleich X^i, und setzt man F,r = a;(^^^ ,), 



so ist 
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Giebt man jedem der beiden Indices x', l' die Werthe «', ß', y^ so folgt 
daraas 

\Xx„'i — F/r| = |Jf,2|.|a?,rP. 

Nun ist aber F^r = faßyM'faßrx'^i ^"^ mithin ist 

1 faßra'P faßrß'^ faßrr'^ 



Xx/i — F/r| = 



faßra X^aa ^^aß' Xx^y 

faßrß' ^^ß'a Xx^ß' XXß-y' j 

faßrr ^^r'<^' XXyS' Xx./^' \ 



r=X'\xM+X'FS, 



wo 



S = 



^ faßra laßrß' I aßrr . 

faßra Xa'ß' X 

faßrß' ^ß'a 

faßrr ^r'a ^r'ß' 



•a r 



Xßy 







oder 



(1.) S(X) = WfaßraXßY+ffaßrß'Xr'a+^'faßrr'^aß) 

ist. Da nun I^p^zI = ^XßyX^^x^ß und \X^x\ = X^ ist, so ergiebt sieb die Relation 

(2.) \x{ ^ '^^ )] -^Xß,x^,x,ßXßyx.,;,'X,'ß' = F{x)S(x). 
Wegen der Symmetrie dieser Gleichung ist auch 

(3.) S(X) = N(}%'ßy^Xßy + }/fa'ßyß ^ya + ^faßyr^aß)' 

Ist a = cf, /?' = /9, y = J^ so ist S ^ flßyf^x^ß, und es ist die Gleichung (2.) 
mit der Formel (4.) § 2 identisch. 

Ist nur y' = y, so erhält man 

(4.) [a:( ^a ß)\ —'^^Ma^xßX^yX^,)X^ßXyS = F(x)(jf^ar6^xß—fxßr8Xnc^\ 

Aus den Formeln (9.) und (10.) § 3 ergiebt sich 



C*^'/ fxarS^xß fxßrii*^xa — fxSaß^xr fxyaß^xd — 



fxyfialxrffß^aß fxaßr fxa ßd^yd 
faßyü 



Ueberträgt man diese Formeln auf andere //e^^esche Anordnungen, so er- 
kennt man, dass nicht nur die drei Punkte 

(6.) («xa, öx,0' (^xyif^xS), (^aßyOy^) 

auf einer Geraden VS = liegen, sondern auch die drei Punkte 

(7.) (a^/, ö^/), (Oya, ««/)? (^uß'y ^ßa) 
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und die drei Punkte 

(8.) (ö,a,a^^), («iy, aij), (a^x.a^a)' 
Die 12 Berührungspunkte von sechs solchen Doppeltangenten liegen nach 
(4.) auf einer Curve dritten Grades. Solche drei Paare von Doppeltangenten 
sind dadurch charakterisirt, dass je drei Geraden aus drei verschiedenen 
Paaren syzygetisch, je drei Geraden aus zwei Paaren aber azygetisch sind *). 
Um solche sechs Geraden zu bestimmen, wähle man beliebige vier Doppel- 
tangenten, von denen je vier azygetisch sind, was auf 

28.27.16.10 r^rar. 

1.2.3.4 = ^^^^ 
Arten möglich ist, und theile sie in zwei Paare, was auf drei Arten gebt. 
Schneidet sich das erste Paar in A und das andere in B, so geht die Ge- 
rade AB durch den Schnittpunkt C eines ganz bestimmten dritten Paares. 
So erhält man jede Gerade ABC drei Mal (BC=CA—AB)^ und mithin 
ist die Anzahl dieser Geraden 5040. Die Anzahl der Geraden von den 
Formen (6.), (7.) und (8.) ist 

840+1680+2520 = 5040. 



§10. 

Die 1008 Systeme von sechs Doppeltangenten, deren Berührungspunkte auf einer Curve dritter Ordnung 

liegen, und die ein BnancAonsches Sechsseit bilden. 

Sind in der Formel (2.) § 9 die sechs Indices verschieden, so ist 
S = den Gleichungen (1.) und (3.) § 9 zufolge die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, welcher die sechs Doppeltangenten 

(!•) ^fiyy ^yai 0,aßj ^ß'r'i ^/a^ ^aß' 

berührt. Durch fünf derselben ist die sechste vollständig bestimmt Für 
jene fünf aber können fünf beliebige Doppeltangenten genommen werden, 
von denen je drei azygetisch sind. Folglich ist die Anzahl dieser Sy- 
steme **) gleich 

28.27.16.10.6.1 .^^Q 

■ 1.2.3.475.6~" = ^"""- 



*) Umgekehrt sind in einer Steinerschen Gruppe je drei Geraden aus drei ver- 
schiedenen Paaren azygetisch, je drei Geraden aus zwei Paaren aber syzygetisch. 

**) Dass die Anzahl aller eigentlichen Curven dritter Ordnung, welche durch die 
Berührungspunkte von sechs Doppeltangenten gehen, gleich 6048 ist, hat Steiner ge- 
funden. Hesse aber hat (dieses Journal, Bd. 55, S. 83) die wichtige Bemerkung gemacht, 
dass diese Curven in zwei wesentlich verschiedene Systeme von 5040 und 1008 Curven 
zerfallen. 
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Sei a, /?, y, ct'^ ß\ y\ y.^ X eine eigentliche Permutation der acht Indices 
0, 1, • . . 7. Da die sechs Geraden (1.) diejenigen sechs Doppeltangenten 
sind, welche die beiden S/atuerschen Gruppen [«/?yx] und Sjxßy'^ gemein- 
sam haben, so setze ich in diesem Falle S = Saßyjc.aßrx = Saßyx^aflrx w"d 

Dann ist 

(3.) Cfi^y^^^ßj,x(x)'-^Xßy.XyaXaßXßyXj.'a'X^'ß' = F(x)Saßyjc,ai3rX(^)' 

Ebenso ist, wie ich unten noch näher ausführen werde, allgemein, wenn 
[fl] und [6] zwei azygetische Gruppencharakteristiken sind, 

(4) Gl,-4n(x,{) = FS„,„ 

wo x^^ die sechs Doppeltangenten durchläuft, welche den beiden durch [a] 
und [6] charakterisirten Gruppen gemeinsam sind. 
Nun ist aber nach Formel (4.) § 8 

^\aßy ) "^ faß'r'nGaßrx+faßyiGaßyl, 

also 

(O.) f^aßyx.aßyl ~ faßyl^aßrx faßyx^aßyl* 

Diese Formel enthält folgenden merkwürdigen Satz: 

Die sechs Doppeltangenten einer Curve eierten Grades, welche zwei 
azygetische St ein er sehe Gruppen gemeinsam haben, berühren einen Kegelschnitt. 
Ihre 18 Berührungspunkte mit der Curve vierten Grades und dem Kegelschnitt 
liegen auf einer Curve dritten Grades. Dieselbe geht auch durch die neun 
Schnittpunkte der beiden Jacobischen Curven dritten Grades, welche zu den 
beiden Steinerschen Gruppen gehören. 

Den 63.16 = 1008 Paaren von zwei azygetischeu iS/gfuerschen Gruppen 
entsprechen ebenso viele Ourven dritten Grades G^^ = 0. Jede der 1008 
Govarianten 6^,6 J^sst sich aus zwei bestimmten der 63 Covarianten G^, 
nämlich aus G^ und G^, linear zusammensetzen. 

Ich habe D. § 10 eine andere Eigenschaft der Curven G^^f, entwickelt: 
Die sechs Doppeltangenten (1.) lassen sich nicht durch eine siebente zu 
einem ^roisAo/c/schen System ergänzen. Lässt man aber irgend eine der- 
selben weg, z. B. a^y-, so bilden die fünf übrigen zusammen mit a«-, und 
Oa'i (und nur mit diesen beiden) ein Aronhold^che^ System. Bestimmt man 
nun alle Paare von Linien, welche gleichzeitig in Bezug auf den Kegel- 
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schnitt S^ßy^^^ßyx = harmonische Polaren sind, und zusammen mit den 
sieben Geraden 

(6,) üßy, Oya, (^aß, (*aß-9 (^ay'f ^axy O^a'l 

die neun gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Klasse bilden, so 
ist der Ort der Scheitel dieser Linienpaare die Curve G^ß^^^^ß^i^^O. Dabei 
ist es gleichgültig, welche der sechs Doppeltangenten (1.) weggelassen wird. 
Ist dies ttßyy so bilden 

(7.) 0,^ß9 Oar> ^ax9 ^aXf O^ß'./ , 0/«', G^'ß' 

ein ^ronAoWsches System. Demnach ist Ga^^.», a^yi = auch der Ort der 
Scheitel der Linienpaare, welche zusammen mit den sieben Geraden (7.) 
die neun gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Klasse bilden, und 
gleichzeitig zusammen mit den sieben Geraden (6.) (wenigstens ein Theil 
dieses Ortes). Um zwei Systeme wie (6.) und (7.) zu construiren, kann 
man beliebig vier Doppeltangenten auswählen, von denen je drei azygetisch 
sind. Dieselben lassen sich dann stets auf zwei und nicht mehr Arten zu 
einem ^rowAo/rfschen Systeme ergänzen. 

Wendet man die Formeln (1.), (2.), (3.), § 9 und (5.) auf die Deter- 
minante ^' ( 1 o q ) ^^1 80 erhält man die Gleichung 



Hier ist 



4 



(9.) 



und 



J?23 «^31 Xyi 

tim\X^l /(J314^42 /Ol 24 ^43 
fimsXsi fiaisXsz /l)125^53 



— ff\2i^hmi(fim — G^ü?) 



oder 



(ll«) ^234/1235 Sog, (17 = -^(r "~-//ül23^C7+/l234 r /ü523/ü53l/o512^04+/i235 V/()423/(W31^412^ü5> 
Ich habe D, § 10, wo ich den Index bevorzugt habe, S,j6,o7 kurz mit S^j 
und (?(j6,ü7 DQit flc7 bezeichnet. Dass diese Function mit (f,j6--Gu7 identisch 
ist, lässt sich auf dem dort eingeschlagenen Wege am einfachsten aus der 
Gleichung (10.) § 8 erkennen. Wendet man jene Formeln aber auf die 

Determinante ^'(?9q) ^^t so erhält man die Gleichung 

(1^.) -^ -2 4X01 a?02a?u3 0:450:40X47 = i'.Äm.om« 

/1234 
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Hier ist 



= ~r (/oi23 "(H~r ^0123) 

/II567 



hmh^Xb /(Ä36^16 /ü237^l7 

(lO.^ Am5^25 /ü316*'^26 /ü317 ^27 

faVlS^ZS fm'26^3G /U127^37 

und 

C^^V / ^(14,0123 =^ -^C'^/o235Al23o/()237^0l+y/(Ö15/u3lGAoi7^U2 I"l A)125/(J1^^ 

Die Anzahl der Systeme vou sechs Doppeltaiigenten, wie sie in den 
Gleichungen (8.), (3.) und (12.) auftreten, ist 168+280+560 = 1008. 

§11. 

Relationen zwischen den Covarianten Ga und den Wurzelfunctionen. 

Ist F= 0, so folgt aus der Gleichung (4.) § 10 die Relation 

±2/7]/^, = (?.,,= (?,- G,. 

Die hier auftretenden Vorzeichen findet man auf folgendem Wege. 
Nach Formel (10.) § 5 und (4.) § 8 ist 



und folglich 

\A*) laßya^aßyQ faßyQ^aßya ^= ^^f ^ßy^ya^aß^Xu^ftM^xX y 

WO « = +1 oder —1 ist, je nachdem aßyxlfiQO eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der Indices 0, 1, ... 7 ist. 
Nach Formel (10.) § 5 und (9.) § 8 ist 

(3.) ^faßykfuß'y'xGaX = ^ f^ßy^ya^aß^ß'/^ya^aß'' 

Folglich ist nach Formel (13.) § 2 

Vertauscht man die Indices 2 und 3 und eliminirt dann Gos— G07, so 
erhält man mit Hülfe der Relationen (18.) § 2, (7.) § 3 und (6.) § 5 

Aus der Gleichung (12.) § 10 folgt 

l/(/oi23 6^04+0^0123) = 26'/i234liroia;,«(r„jiP45iP4oa?47, 

wo «' = ±1 ist. Vertauscht man 4 mit 5 und subtrahirt die neue Gleichung 
von der ursprünglichen, so erhält man nach Formel (4.) 



/1230I ^1X5^07 + * /1234 1 ^46^47 + * /1235 1 ^«3^57 — 0. 
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Nach Gleichung (3.) §5 ist mithin 6' = £" = +l, und folglich ist 

(0.} ^ iKl^aßr ^f>a\^oaftr) ^^ ^faaßr'^Qa ^^ß ^qy ^ott ^aX ^Oft* 

Durchläuft aber x^x ci^^s der 5040 Systeme von sechs Doppeltangenten^ 

die ich in § 9 untersucht habe, so lässt sich 2n\^x^x nicht aus zwei, 
sondern nur aus drei der Functionen G^ zusammensetzen, und zwar auf 
drei verschiedene Arten, z. B. ist nach Formel (10.) § 5 und (9.) § 8 



(6.) 2}/x^a ^x/? ^nr ^xü ^aß ^yd = ^ fnaßX G^yfix = ^ f^y^X ^^^ßX = ^ fnaßxfxySX ^uX' 

Bedient man sich der Bezeichnung (7.) § 5, so ist nach Formel 
(16.) § 2 

•f «45J«»i7A = 

und mithin (D. §8, (7.)) 



^\Xx^XxiX^o^x^ = 0. 



Setzt man 



(7.) y'fX^ = 2n}fx^„ 

wo l die sieben von a verschiedenen Indices durchläuft, so kann man diese 
Gleichung auf die Form bringen 

(O.^ Ao r 3?23 «^31 •'^12 1 Aj y Xq2 X(a X'n ~r A.2 y X[^ Xi)i Xii -\- A3 y X{^i X{yi J?i2 = v! 

oder 

— Au W123 4" -^1 W(j23 4" -^2 ^131 + -^3 ^12 = 0. 

In dem System 

u'' u' w" fi'" 

A(, a„ a,, a,, a,j 

• • • • • 

X^ af] a-: a? a^ 

verschwinden folglich alle Determinanten fünften Grades, welche die erste 
Zeile enthalten, und mithin überhaupt alle Determinanten fünften Grades. 
Folglich lassen sich vier Grössen Jf^*'^ so bestimmen, dass 

(9.) X, = zW:'x^^\ zw^^x^^^ = 

wird. 

Nun folgt aus Gleichung (4.) 



ixß,X,+ ix,X^'x,^Gaß)+}/x,ß{^Xa,Gar) = 0, 
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oder nach Formel (8.) § 5 

■ 



= 0. 



ay 

Pa Pß Pr 

9a qß qr 

Daher lassen sich zwei Grössen P« und Q^ so bestimmen, dass die Gleichnngen 



Xa = PaPa+Oaqay ^^aß^aß = PaPß + Qaqß 

bestehen, die zweite für jeden von a verschiedenen Index ß. Da aber 

}fx^ßG^ß ungeändert bleibt, wenn man a mit ß vertauscht, so ergiebt sich 
leicht, dass sich drei von den Indices 0, 1, ... 7 unabhängige Grössen 
Äy By C SO bestimmen lassen, dass P^ = Ap^+Bq^, Qa = Bpa+Cq^ wird. 
Mithin ist 



Xa = Apl + 2Bp^q^+Cql und ^x^^G^ß = ApaPß+B(paqß+qaPß)+Cq^qß' 
Nun bleiben aber die Formeln (8.) §5, durch welche die Grössen pa, qa 
defiuirt sind, ungeändert, wenn man diese Grössen durch apa+bq^, cp^+dqa 
ersetzt, wo arf— 6c=l ist. Daher kann man diese Grössen so wählen, 
dass die eben entwickelten Gleichungen die Form 

(10.) X, = 2\^Gp,q,, y^ß G^ß c= ^G(p,qß+q^pß). 
annehmen. Mithin ist 

^l^ ^«f _ Pa9ß + 9aPß 

^ '^ yG Paqß-Paqß 

Aus der Identität 

(Paqß + qaPßT = (Paqß-qaPßT + ^PaqaPßqß 

folgt 

(12.) G = Glß-^. 

^aß 

Femer besteht die identische Gleichung 

II ^ Pu^A— 9<»pa ^ 1 ^ Piqx—q\Px ^ H-\ ^ pn-iqx—qn-\Px ^ 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. In dem mit 77 bezeichneten Pro- 

a 

ducte sind für l alle Werthe von bis ;i— 1 zu setzen mit Ausschluss von a. 
Demnach ist 

(13.) Gaß+Gsa^^^ GaßGayG^s+Gß^Gß^Gßs+Gj,^G^ßGyS+GdaGsßGsy = 0^ u.s.w.y 
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i 



GaßGar+GßaGßY + f^raf^rß = ^9 



dagegen 

yGaßGaYCrabGae-\ \- Gea^eßG ^^G^s = G\ U.S.W. 

Ersetzt man in der Gleichung GoiöcQ+GioGia+Gauöii = G nach § 6 x^ß durch 
Xaß, SO erkennt man, dass G' = G ist. Macht man dieselbe Uebertragung 
in dem Ausdrucke öüiGü4+(jioGi4+G4(,6r4i = G, so erhält man 

(15.) G^g,ßyGxaßr'\-G^xKfHaßYGxaßr~~fxaßrGttaßr) ~ fxaßyfkaßyG. 

Dass die durch die Formeln (14.) und (15.) bestimmte ganze Function 
sechsten Grades G von den Indices unabhängig ist, gilt natürlich nur unter 
der Bedingung F = 0. 



§12. 

Relationen zwischen den Co Varianten Ga und den Differentialen der Wurzelfunctionen. 

Setzt man, falls x ein beliebiger Punkt ist und die Quadratwurzeln 
willkürlich gewählt werden, 



\ XjfX^py\ ' ^xu'^vki ' *^MV*^ku — ' ^ 



^ ^xk^^fiv ' *^tifi*^rX ' •^xv'^Xu — ' ^ U. S. W., 



SO ist 



/';.„F = ppp-p- 



«2 
ttXftv 



und folglich 

flx^^dF = P'P''F'dP+PF'P'(^P'+-. 

Liegt nun der Punkt x auf der Curve F=0, der Punkt x+Sx aber nicht, 
so ist P = 0, P' =^2'^x^x^^y^ U.S.W, und folglich 

(1.) flxf.y<^P = 8l X^;t X^y X^^ X^x ^.v ^Xf. ^O'^^^^^y + ^X^^X^^ + ^ X^^X^^. 

Nun ist, wenn x ein beliebiger Punkt ist, 



i^fxXfAy ^MXfiv — » Xftx Xfjiy Xjf^XyX ^xr Xxu 



Multiplicirt man die Functionaldeterminante mit der Determinante (x, dx, Jx) 
wo d und d Differentiale nach verschiedenen Richtungen sind, so er- 
hält man 



4} ^xX'^^y^xfA »^yX*^xy*^XfÄ 



^XjixXi^y ^ X^^jfXyX \ X^yXx 



d \'x^x Xuy d ix^^ Xyx d ix^yXx 



^^X^xXf^y S^X^^XyX ^ix^yXxa 
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Ist jetzt X ein Punkt auf der Curve F= und x+dx der unendlich 
nahe Punkt auf derselben, so ist das Differential 

^Q N 2m(x, dx, dx) ^ . 

^^0 SP - ^ 

von den (willkürlichen) Grössen ^x', dx'\ dx"' unabhängig. Addirt man 
dann in der obigen Determinante zu den Elementen der letzten Colonne 
die der beiden ersten, so erhält man nach Formel (1.) 

(3.) G^x^X^)J = 'f/x^j,x^yd}/x^^x^x^}^x^^x^xd^x^^x^^, 
z. B. ist 



und folglich 

/(n23 ^04 ^ = V Xi)2 J?42 U Y Xixi X^^ f Xq^ X^^ U f X(xi X^i* 

Ebenso ist allgemein 

(4.) faßxxGaß^ = ix^^ Xß^ d }!x^x ^ßX — ^^aX^ßX d i X^^ Xß^. 

Diesen Formeln zufolge wird die Curve vierter Ordnung in jedem ihrer 
Schnittpunkte mit der Curve G« = von einem Kegelschnitt vierpunktig 
berührt, der sie ausserdem noch in zwei Punkten einfach berührt (ßteiner, 
1. c. IV; Hesse, dieses Journal Bd. 49, S. 263). 
Aus der Gleichung (4.) folgt 

faßxX^aßGaß^ = ^aßxdu^ßX^KßX^Kßx' 

Dieser Ausdruck ist aber identisch gleich faßxxC'^f du, a^, a^), und mithin ist 

(5.) x^ßGaß^ = (u,du,aa,aß). 
Nach Formel (10.) § 11 ist 

(6.) x^ßG^ß = fG{pWß--qlp'ß). 

Entwickelt man daher die Determinante (9.) § 5 nach den Elementen der 
zweiten Colonne, so erhält man 



Xa^ßrGßr+XßXyaGya + Xy^aßGaß = 2G\XßyXy^Xaß 

und folglich 

{i:a^:^X^^^)(u, du, aß, a,)-^{ZdpX^^^Xu, du, a„ ««) 
^{ZaS;^X^^^){u,du,a^,a,^ = 2J.G(^u,a^,aß,a,\ 
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Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber identisch gleich 

und mithin ist nach Formel (9.) § 11 

(7.) 2G/I = je; JC(''>rfii<''> = -'ZvS'''^dX^'\ 

Nach Gleichung (3.) ist 

Multiplicirt man diese Gleichung mit /i,3;i und summirt nach l von bis 
7, so erhält man nach Formel (1.) §11 und (3.) §5 

2}fx^^x^^x^x^x^^2^ = '-yx^h^iys^fviixOl^K)id}fx^i--}/x^xd}x^^ 

oder 

}fx^Xy^x^x^^ = 2 fi'i^xVxi^id) x^^i 

und allgemein 

(8.) iXarXj^X^a^aß^ = ^fxeaT^^axd}/xßX. 

Ersetzt man Xaß durch x^ß, so erhält man 

tiiSGiTf ^oiXinXiüX^^J = yjX^Xfyjdyxos + Vx^sd^x^jß + l/xsGdVxin) 
und allgemein 

Multiplicirt man mit 2yx^xXxfiXxy, so erhält man 
also nach (9.) § 11, (10.) § 1 und (3.) § 3 

y ftyy 

und da diese Gleichung für alle Werthe von x gilt, 

G(dx ; u, t?) —GCx ; du, c) 



Daraus*) folgt 

r /4,y fi 



*) Nach Formel (10.) ist J mit dem Diflferential identisch, welches Herr Schottky 
(I.e. § 17, S. 102) mit R~ij bezeichnet. Die Grössen x', x^\ «"' sind gleich den 
Producten aus K~^ in die Ausdrücke, die er £f, H, H nennt, und es ist X,, = Ä^. 
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and mithin ist nach (7.) 



2GJ' = 2:u^^^du^''^da^^\ 



Nun ist aber nach (10.) § 5 in der Determinante vierten Grades Ij?^*"! = F = 
die dem Elemente x^'*' entsprechende ünterdeterminante gleich 2f/^^fi^*'\ 
Mithin ist 

dF = 2 -2;f/^"^w^''>rfx'''% 

falls F = ist, und 

d'F = 4-2;fi<^>rft|(''>rfa:^'''\ 

falls auch rfF=0 ist. Daher ist 8GJ' = d'F oder, weil F=rfF=0 ist, 

12F SrfF 3(JF 

-288G.mX;r,rfa:,(ya?y = 3rfF d'F ddF 

UF ddF d^F 
und folglich 

(11.) -288mY;(ar) = ^''^ 



öxc^) ÖJ^") 



(//.yr. 1,2,3). 



Nach Formel (8.) ist 

und mithin auch, wenn z ein willkürlicher Punkt ist, 

oder 

weil 

^^x9{pi, qO = ö 

ist, falls gr ' eine beliebige quadratische Function ist (D. § 8). Vertauscht 
man a und /? und zieht die neue Gleichung von der ursprünglichen ab, so 
erhält man 

(12.) (2:u'^^z^^^)J = ^^xqxdpx = -2z,p,dq,. 

Aus der Gleichung (7.) folgt 

und mithin ist nach (9.) §5 und (10.) § 11 

(13.) faßr^iGJ = \d{pxqd, ph P^qu qi\ (A=«,/?.r,'>). 
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Ferner ist identisch 

(u, du, a^, aß)(du, a«, a^, as)+(u, du, a«, a;)(du, a^, a^, aß) 

-^(u, du, a^, as)(du, a«, Oß, a^) = 
und daher 

Ebenso zeigt man, dass auch 



XaßGaßiXayX^iXy$+X^yGay}/x^iXaßXiß-\-Xa9G^S}/x^ßXayXßy = 

oder einfacher 

(14.) Gaß ix^ßXyi+G^.^ ix^yX^ß^- G^s yx^sXßy = 
ist. Mithin ist auch 

also nach (9.) § 5 und (6.) 

IpUCqD-qidCpD, pi, pxqxj ql\ = a=a.fi.r.^. 

Da hier für a auch ß, y, 8 gesetzt werden darf, so zerfällt diese Gleichung 
in die zwei Gleichungen 



(15.) f'^^''^^' '^'^^ ^^^^' ^^1 "" ^' 
^K?D7 pL PA?i, q\\ = 0. 



(i = a, ß, r, ^. 



§13. 

lieber eine Klasse von Covarianten vierten Grades. 

Nach Formel (5.) oder (6.) § 12 ist der Ausdruck 

^01 X<Y^ tJoi 6r23 + ^112^31 ^Vfl ^31 1 Xi^Xyi Grm ij\'i 

durch F theilbar. Der Quotient ^{x) ist eine ganze Function vierten Grades 
von a:. Da G^ß verschwindet, wenn x^y = x^^ = ist, so ist * = 0, wenn 
irgend zwei der sechs Functionen x^ß (a, /? = 0, 1, 2, 3) verschwinden, mit 
Ausnahme von a?„i und x<i^^ Xy^i und 0^31, x^^ und x^i. Daher lässt sich diese 
Function auf die Form 

H^ = pX^)(iX^xX\nXYi^qXyx^XYiX^i^Xn-\-TX\yiXj;^Xs^Xi\ 

bringen. Sei zur Abkürzung 



Frobenius, über Curven vierter Ordnung. 179 

WO der Index 4 nur scheinbar bevorzugt ist. Setzt man dann a?„i = a?23 = 0, 
80 ißt nach Formel (7.) § 4 

tjTjO = vri2 = W/(ll23Poi,23^«J2^l3 

und folglich 
also da 

und o^ui = ist, 

Aas der Gleichung 

. /0123\ . /0145\ 

folgt, wenn ajoi = «23 = ist, 

Nun ist aber 

x^^x.s-x^^xu = [04,01,23][15, 10,23]-[05,01,23][14,10,23] 

= ^ /m23/iiiwPoi,23 

und folglich 

^(ß^l3 — ^«3^12 == ^ /ül23Pl)l,23« 

Mithin ist ji = jiui,23 nnd daher 

(^01 ^23 Gm 0^23+ ^(B ^31 0,0631 + 0^(0 0^12 Ö,« Gj,) 
•^ \Xj\Pin,2iXinX^lXiQXi2-rPin,2\ X(0^12^I1^23*T"P«I3,12^01^23 ^«r2ir30» 

Setzt man 

SO ist nach Gleichung (12.) § 8 -2'T«i»^==0, und folglich lassen sich (vgl. 
D. §7) die Grössen T^'^ so bestimmen, dass T^ß== SlT^'^a^p wird. Aus 
der Gleichung (16.) § 2 ergiebt sich daher 2:TaiTß) = oder 

(3.) £XalG^iXißGiß = ßaßFK 

Die Grössen XaßG^ß bilden also ein altemirendes orthogonales System, für 
welches die Summe der Quadrate der Elemente jeder Reihe gleich — F^ 

23* 
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ist. Folglich ist 

l^afiGaA = \^mxG^x\ (a,^ = 0. 1, 2,3;x. i = 4,5,6, 7), 

also weun man die Quadratwurzel auszieht: 

^ , V j ^1)1 ^23 ^Ul ^23 ~r ^lö ^31 ^IJ2 ^31"t" ^tJ3 ^12 "(13 ^12 

Den Beweis daflir, dass das Vorzeichen richtig bestimmt ist, will ich hier 
übergehen. Mithin ist auch 

wo 

/ ^45,67 = IJif^sinfGTiM 

u. s. w. ist. 

Die Curve vierter Ordnung ^ = geht also nicht nur durch zwölf 
Schnittpunkte der sechs Geraden a«^ («, /? = 0, 1, 2, 3), sondern auch durch 
zwölf Schnittpunkte der sechs Geraden a^i (x^ A = 4, 5, 6, 7). Auszuschliessen 
sind von den bezeichneten Schnittpunkten die sechs Punkte 

(Ö.) (O,,!, aas), (a,j2, 031)7 (ö«)3? «12)7 (ö45j «67), («46, «75), («47? öje). 

Dieselben liegen bekanntlich (Steiner 1. c. IL) auf einem Kegelschnitt. 

Wie ich beiläufig bemerke, ergiebt sich dieser Satz unmittelbar ans 
der Gleichung (9.) § 4, sowie der analoge Satz, dass die sechs Punkte 

(6.) (anX^Oll) a=2,3,...7) 

auf einem Kegelschnitt liegen, aus der Gleichung (3.) § 4. Denn aus dieser 

Formel 

^7 ^ix^\iyi)iyn _ A 

A /Ol/ 

folgt durch Polarenbildung 

^ /iuA " ^' 

also, wenn man ^ == y und ?j = a? setzt , 

^ (a?<)Ayi A+a^iiyoA)^ _ Q 

/(IIA 

Aus dieser Gleichung und der ursprünglichen erhält man die Relation 

A fmX 

welche den Beweis für die aufgestellte Behauptung enthält. 
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Aus der Identität 

N(]^y+z + yz + x + yx+y) = —4:(yz+zx+xy) 

ergiebt sich, dass die Curve = in den vier Schnittpunkten der beiden 
Linienpaare x^x^^ = und x^y^xzi = von dem Kegelschnitt 

^nX2z . XiuXzi ^ 

pni,23 Pjw,31 

berührt wird. Ein gewisses System von Berührungskegelschnitten dieser 
Curve gehört also dem Kegelschnittnetze 

pXi)iX2z-r ^XiYzX^i-rTXii^Xi'i = U 

an, und zwar berührt ein Kegelschnitt dieses Netzes die Curve, wenn 



ist. Die beiden Curven F = und = haben also die Covariante G^oi^s 
gemeinsam. Um eine solche Curve = zu erhalten, muss man die sechs 
Linienpaare (5.) einer Steiner&chen Gruppe beliebig in zwei Systeme von 
drei Linienpaaren zerlegen. Demnach entsprechen jeder der 63 S/ßiu^rschen 
Gruppen zehn Curven = 0. 

§U. 

Die kubischen Polaren »ler Schnittpunkte iUt Dopueltangenten. 

Unter den Covarianten dritten Grades, die sich in einfacher Weise 
durch die Functionen G,, ausdrücken lassen, befinden sich auch die kubischen 
Polaren der Schnittpunkte der Doppeltangenten. Aus der Gleichung (9.) 
§ 2 folgt 

/01.3\ , /^02a\ /023\ 

Bezeichnet man die Functionaldetermiiiante ^,- , '-^' Ir^- kurz mit TP, 0, R\ 

0{X , X , X ) L 9 <^ J7 

so ergiebt sich daraus, indem man y„.> = ^,3 = setzt, nach Gleichung 

(9.) § 8 

y„, = [«/i, 02, 13] 
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ist. Nun ist aber nach (1.) § 3 

/(«32y21+/oi2Ay23 = A)123y2A+/l23Aif207 

also weil ifu2 = ist, 

Hier ist z.B. 

m 



tflH — L^^l ^^' 1*^J — ^ / 13(12/ 1304/ü425/ü426Am27 



m 



Jf24 — [24, 20, IdJ — F" / 1320/ 1324/24116/ 24(J6/244I7« 

In der Summe für -^[P, x^, x^^] ist daher das dem Index i = 4 ent- 
sprechende Glied gleich 

/|)134 Al34 Aß46 Aß46/u247 ( ^(4 024^. 

Nun ist aber nach Formel (9.) § 8 
und folglich auch 

^ (/(H35/2135/(l254AwAü/(«A7 +/l)13c/2136/u2w/(l2A7/i/2A5 
+/ui37/2137/o274AoA5Al2A6)("^üA G^2a) ~ "• 

In dieser Summe haben die den Indices Jt = 5, 6, 7 entsprechenden Glieder 
dieselben Coefficienten, wie in der obigen Summe. Dasselbe gilt von dem 
Coefficienten von Gm— Ö247 ^^^ gleich 

Aß46Al246^l247(/()135/2135"rAjl36/2l36"f'/()137/2137) = /in3*/2134/(«*5/iß46/ü247 

ist. Dagegen hat 601 — 621 den Coefficienten 

/()135/ 2135/iI2m/|016/ü217 4" An36/ 2l36/(Ö64/ij217/lßl5 I A)137/2^ = / / 0123 ? 

wie man erkennt, indem man in der Formel 

/3012/4012^43 ^= /«)12/7W2^67"r/7C»12/5in2^75~r/«Jl2^)l2^56 

a:4<, = 0:42 = setzt. Durch Vertauschung von und 3 ergiebt sich ebenso, 
dass der Coefficient von öus— G23 gleich +ffm23 ist. Mithin ist 

(1.) [F, a?«y, x^J = 2mf^ßy.s(6^ß+6^^y,+6j,s+6;i^). 

Ersetzt man «, /?, y, (J durch 0415 oder 0145 oder 0124, so ergeben 
sich daraus durch die oben entwickelte Uebertragungsmethode Formeln 
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von der Gestalt 

ro\ rt? ^ ^ 1 — 2m ^ r f f f Z'Gb« 1 G«56 , ö()2ü7 , ÄjmN 

^ "■ ^f»»ff ^f<l245 r«)26ü /0267 /ir274 ^ 

(3.) [F, xi«, x„] = /i„,,^,,„^ ^^'"+ ^*'+ 7^ "IW ''^ 

(4.) [F, ;ri,., a^J = -.M^-A«^(.ön^_^_^^ö.,,). 

Sind zwei beliebige Doppeltangenten gegeben, so giebt es eine ganz be- 
stimmte jS/6Jiiersche Gruppe, in welcher sie als conjagirte Geraden auftreten. 
Ausserdem aber giebt es zehn S/einersche Gruppen, in welchen sie als 
nicht conjugirte Geraden vorkommen. Irgend eine dieser zehn Gruppen 
ist mit nur einer andern syzygetisch, mit den acht Ubrigen aber azygetisch. 
Sind [a] und [a'] syzygetisch und ebenso [b] und [6'], so geht die kubische 
Polare des Schnittpunktes der beiden Doppeltangenten durch die Schnitt- 
punkte von G^ = und G«,,,, = (und von G„ji,. = und G«,^ = 0), im 
Ganzen also durch die Schnittpunkte von 20 Mal zwei Curven. Unter 
diesen Schnittpunkten befinden sich jedes Mal die vier Berührungspunkte 
der beiden gegebenen Doppeltangenten. 

Zürich, Juni 1887. 
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lieber eine Eigenschaft der Flächen, bei denen der 
eine Hauptkrümmungsradius eine Function des 

anderen ist. 

(Von Herrn J, Weingarten.) 



jJie von Herrn Lie herrührende Bemerkung, dass für eine Fläche der in der 
Ueberschrift bezeichneten Gattung die Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmbar 
sind, möge in Folgendem eine neue Begründung finden. 

Wenn rr, y, a die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes einer Fläche dar- 
gestellt als Functionen zweier unabhängigen Variablen p, q, ferner X, F, Z die Coordi- 
naten der Abbildung dieses Punktes auf die öat/wische Kugel bezeichnen, so ist die 
Determinante: 

J = (^YdZ--ZdY)dx-Y{ZdX-XdZ)dy+(XdY'-YdX)d%, 
welche, gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der Krümmungslinien dieser Fläche 
ergiebt, eine gegebene quadratische Differentialform der Differentiale rfp, dq, welche durch 
Einführung von Parametern w, v der Krümmungslinien die bekannte Form: 

J = (j''-r)\EGdudt 
annimmt, in der r, r' die Hauptkrümmungen im Punkte (x, y, ä), E und G die Coef- 
ficienten des Quadrates des Linienelements der Fläche für die Variablen w, v bezeichnen. 
Bildet man das Gaussi&cYiQ Krümmungsmass x der Form J aus vorstehender Specialform, 
so ergiebt die Benutzung der bekannten Formeln für die Differentialquotienten der Loga- 
rithmen von E und G zur Bestimmung von x die Gleichung: 

aus welcher folgt, dass für eine Fläche der betrachteten Gattung und nur für eine solche, 
dieses Krümmungsmass verschwindet, das heisst 

J = dudf) 
ist. Sind adp'\-hdq, a'dp-\-b'dq die gegebenen linearen Factoren der ursprünglichen 
Form J, so folgen aus der vorstehenden Gleichung die ferneren: 

ev (a dp + b dq) = du, c " ^ (a'dp -f b'dq) = dv, 
deren Integrabilitätsbedingungen die Differentialquotienten von g>, also q> durch Quadratur 
bestimmen. Nach dieser Bestimmung ergeben sich u, v durch neue Quadraturen aus den 
vorstehenden Gleichungen selbst. Q. e. d. 



185 



lieber specielle Abehche Functionen vierten Eanges. 

(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 



Jjs ist bekannt, dass zwischen den Ableitungen der vier Integrale 
erster Gattung, die zu irgend einer nicht hyperelliptischen Gleichung vom 
Range 4 gehören, zwei homogene Relationen bestehen, von denen die eine 
zweiten, die andere dritten Grades ist. Diese sind in ihren Coefficienten 
keinen Beschränkungen unterworfen. Wenn man aber über die quadratische 
Relation die besondere Annahme macht, dass die Determinante ihrer Coef- 
ficienten Null ist — geometrisch gesprochen, dass die entsprechende Fläche 
in einen Kegel ausartet — , so entspricht dieser Voraussetzung auch eine 
besondere EigenthUmlichkeit in dem zugehörigen System von Thetafunctionen. 
Wie Herr Weber*) gezeigt hat, giebt es dann ein — und zwar nur ein — 
gerades 0, welches gleichzeitig mit den Argumenten verschwandet. Dieser 
Umstand erscheint bemerkenswerth genug, um eine nähere algebraische 
Untersuchung des Falles zu rechtfertigen. 

In einem vorangehenden Aufsatz: ,,Zur Theorie der ^6e/schen Func- 
tionen von vier Variabein **) wurden Beziehungen zwischen den Wurzel- 
functionen aufgestellt, die jedenfalls gültig sind, soweit solche Grössen im 
gewöhnlichen Sinne existiren. Wir betrachten dieses Gleichungssystem hier 
genauer unter der schon erwähnten Voraussetzung, dass eine gerade Theta- 
function 0,, existirt, welche selbst Null wird, wenn die Argumente gleich 
Null gesetzt werden. P^ine solche Annahme trägt wesentlich dazu bei, die 
Untersuchung einfach zu gestalten. Das Problem, welches ich zu lösen 
gesucht habe, lässt sich so fassen: Unter den Ausdrücken 



i 






*) Ueber einige Ausnahmefälle in der Theorie der Abekchen Functionen. Math. 
Annalen, Bd. 13. 

**) Dieses Journal, Bd. 102. 

Journal für Mathematik Bd. CHI. Heft 3. 24 
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die aus den 120 Grössen }^u^ gebildet werden können, zwei auszuwählen, 
durch die alle übrigen rational und in übersichtlicher Form dargestellt 
werden. Ausserdem ist die Gleichung anzugeben, welche zwischen den 
beiden ausgewählten Grössen x, y besteht. Es ist offenbar, dass diese 
Gleichung nicht von niedrigerem Range als dem vierten sein kann; denn 

je zwei Quotienten — ^, — ^ gehören zu denjenigen Grössen, die sich ra- 

tional durch ar, y ausdrücken lassen sollen und sind, wie bekannt, durch 
eine Gleichung vierten Ranges verbunden. 



§1. 

Ist K das Zeichen irgend einer halben Periode, so giebt es 36 zu- 
gehörige Functionen zweiter Art oder Producte gerader Thetafunctionen 
Pa= Oa^aKf dcrcu Nullwcrthe c^c^k wir mit pa bezeichnet haben. Ferner 
existiren 28 Producte ungerader Theta, also ebenso viele Wurzelfunctionen 

zweiten Grades fc^ = ^'^a^x' Zwischen je vier der letzteren besteht eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten. Wählt man drei 
beliebige azygetische Functionen erster Art aus und bezeichnet sie als 
Pi, F27 P^^ 80 lassen sich diese durch Hinzufügung von vier andern: P4, 
P5, Pß, P^ immer zu einer Hauptreihe ergänzen. Dann sind zugleich alle 
64 Functionen in bestimmter Weise durch Indices bezeichnet, nämlich durch 
die sieben primitiven und deren ungerade Combinationen. Ist « die höchste 
Combination, so sind 

Pef ^456? P457? '467? «567 ^^^ «123 

die einzigen Functionen zweiter Art, welche zu je zweien der gegebenen 
Pii P2J Pz azygetisch sind. — Nun besteht zwischen den entsprechenden 
Wurzelfunctionen 

fTi, 1^2, 1^3 und 1^12345 = W?667 

die folgende Gleichung: 



Wenn eine der drei Functionen P„ P45C, P^i identisch ist mit P„ = On^nK^ 
so verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, weil dann das ent- 



*) S. § 6 der citirten Arbeit. 
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sprechende p den Werth Null hat. Es besteht also dann zwischen «?,, 1^2, w^ 
allein eine lineare Relation. Dasselbe findet statt, wenn P„ = P^^ oder Psß7 
ist, weil man ja in der Gleichung (1.) die Indices 4 und 5 mit 6 und 7 
vertauschen kann. Wenn also erstens Fi, ^2? P3 drei azygetische Func- 
tionen erster Art sind, und On^nK ßine von P^z verschiedene Function 
zweiter Art, die zu je zweien der drei gegebenen: Pj, F2, Pz azygetisch ist, 
so sind die entsprechenden Wurzelfunctionen tri, itj, 1^3 durch eine lineare 
Gleichung verbunden. 

Damit also eine solche dreigliedrige Gleichung: 

angenommen werden darf, ist hiernach Folgendes nothwendig. Erstens muss 
die Periode K von solcher Beschaffenheit sein, dass 0^^^ ebenso wie 0^ 
selbst gerade ist. Zweitens müssen die vier Grössen 



azygetisch sein und 0^c von 6„ und ö„k verschieden. Da 0^, 0^ unge- 
rade, 0„ dagegen eine gerade Function ist, so werden 0„, 0^^ 0j^ azyge- 
tisch sein, wenn 0^^, eine ungerade Function ist. 0„i,c dagegen muss gerade 
sein, damit 0^, 0^, 6^ azygetisch sind. Wir können demnach den Satz 
aussprechen, den wir der folgenden Untersuchung zu Grunde legen: 
Zwischen den Warzelfunciionen 



^lUaUaKj yW^ÖK, ^^c^cK 

besteht eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefßcienten^ wenn 

nK und abc Indices gerader^ 

nab, 71 ac, 71 bc Indices ungerader Functionen, und 

abc von n und nK verschieden ist. 

Dies sind die einfachsten Relationen; bei den viergliedrigen föUt 
natürlich jede derartige Beschränkung fort. 

§2. 

Wir denken uns nun für das ganze System der 256 Thetafunctionen 
eine Hauptreihe 

C/j , C/2 , ... Cq 

za Grunde gelegt; nnd zyi&r denken wir uns, was in jedem Falle möglich 

24* 
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ist, die neun Grössen so gewählt, dass 0^ gerade diejenige Function wird, 
welche auch durch die Combination aller neun primitiven Indices bezeichnet 
werden kann. Es sind dann 

die 120 ungeraden Theta, 

1 ^\2n9 • • • ' ^'»).i? 1 ^123^ • • • 1 ^789 

die entsprechenden Wurzelgrössen, und 

^719 ^17 • • • ^9? ^123471 j • • • ^6789/1 

die geraden Functionen, von denen die erste mit den Argumenten zugleich 
Null wird. Diejenigen halben Perioden, welche 0„ in gleichfalls gerade 
Functionen überführen, sind 

In, 271, ... 97i; 1234, ... 6789. 

Es ist leicht, Systeme anzugeben, die den Bedingungen des vorigen Para- 
graphen entsprechen. Auf die Coefficienten der aufzustellenden Gleichungen 
kommt es uns hier weniger an; die Grössen u„^ können wir uns deswegen 
auch ersetzt denken durch andere, f>„,, die sich von ihnen um beliebig ge- 
wählte constante Factoren unterscheiden. 

Aus dem Satz des § 1 folgt, dass von den drei zur Periode In ge- 
hörigen Wurzelfunctionen 

(I.) r «'l29<?29/i j ^^m^iOnf 1 ^149<^49;i 

die dritte linear -homogen durch die beiden ersten ausdrückbar sein muss. 
Denn schreiben wir die drei Ausdrücke in der Form: 

wo: 

a = 129, 6 = 139, c = 149, K = In 

ist, so folgt: 
TIA' = 1; abc= 12349 = 56787i; abn = 237r, bcn = 24;!, can = 437?. 

Es sind also nK und abc Indices gerader Functionen, abc von n und nK 
verschieden; 0^^,, 0^^^, O^an sind ungerade. Somit sind alle Voraussetzungen 
des Satzes erfüllt. 

Wir bevorzugen jetzt den Index 9 vor den übrigen und setzen zur 
Abkürzung: 

(1.) ^a0.i = Sa (a = l,2....8), 

(2.) y^^yv^]^'^ = Fa^ ("'^r^V**')- 
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Die Vorzeichen der einzelnen Wurzelgrössen können willkürlich 
gewählt sein. Es lässt sich dann, dem System (I.) zufolge, F^ linear und 
homogen durch F^, F13 ausdrücken. 

Nimmt man aber hinzu, dass man die Indices 1 bis 8 beliebig ver- 
tauschen kann, so folgt, dass alle 28 Grössen F^ß durch drei unter ihnen, 
z. B. F,2, Fi3, F23, linear-homogen ausdrückbar sind. Da es nur auf die 
Quotienten der u ankommt, können wir F^^^l setzen; F12 und F13 sind dann 
Hulfsgrössen x, y von der Anfangs angegebenen Art. Um aber die Sym- 
metrie nicht zu stören, verstehen wir unter x, y^ z irgend drei lineare 
homogene Functionen von F12, F13, F23 mit nicht verschwindender Deter- 
minante; wir können dann allgemein ansetzen: 

(3.) F^ß = a,ßX+b,ßy+c,ß:s> (a,/?=i,2, ...8, a^/?)^ 

wo die Coefficienten constant sind. 

Diese Constanten müssen so beschaffen sein, dass die linearen 
Gleichungen zwischen den F«^ identisch erfüllt sind. Da nun zwischen 
Fj2, Fi3 und irgend einem andern Fj« eine lineare Gleichung besteht, so 
muss ein Werthsystem 

existiren, wofür alle sieben linearen Ausdrücke Fi„ gleichzeitig verschwinden. 
Dasselbe gilt für jeden andern Index: 2, 3, ... 8. Es sind also im Ganzen 
acht Systeme von je drei Constanten: 

(a,, 61, c,), ... (a«, 6s, Cg) 
definirt, von der Beschaffenheit, dass allgemein F^ß = wird für 

(x, y, z) = (ö«, b^, cj 
und 

(x, y, z) = (flß, bß, Cß). 

Wir können uns diese, um eine bequeme Ausdrucksweise zu gewinnen, 
als homogene Coordinaten von Punkten einer Ebene vorstellen, (x, y, z) ist 
dann ein veränderlicher Punkt; F^ß = die Gleichung einer Geraden, welche 
durch die festen Punkte a, ß hindurchgeht. Hierdurch ist die Function F^ß 
bis auf einen constanten Factor bestimmt. 

Alle neun Werthsysteme {x, y, z) und (a«, 6«, cj können einer 
gemeinsamen linearen Transformation unterworfen werden. Ferner können 
J5 und alle Grössen c als 1 angenommen werden, da es nur auf die Ver- 
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hältnisse der Coordinaten ankommt. Somit sind von den 24 Constanten 
öa^ ba^ Ca HUF acht als wesentliche zu betrachten. 

Im Verlauf der Untersuchung wird sich deutlich ergeben, dass alle 
Grössen 



/: 



f^aVb 



rational durch a;, y, z dargestellt werden können, und dass hierbei auch 
keine anderen Constanten auftreten, als die Grössen a, 6, c. Nun müssen 
aber acht unabhängige wesentliche Constanten wirklich in der algebraischen 
Untersuchung vorkommen. Deswegen können wir von vornherein die An- 
nahme ausschliessen, dass zwischen diesen acht Werthsystemen a, 6, c irgend 
eine Gleichung besteht. Zwischen x^ y, z dagegen muss sich eine Gleichung 
ergeben, deren Coefficienten von den Grössen a, 6, c abhängen. Diese 
kann aber, einer anfänglich gemachten Bemerkung zufolge, nicht von nie- 
drigerem als dem vierten Range sein; ihr Grad muss deswegen jedenfalls 
höher als 4 sein. 



§3. 

Wir stellen nun eine Reihe ähnlicher Systeme von je drei Wurzel- 
functionen 



auf, die denselben Bedingungen genügen, wie das erste (was in jedem Falle 
leicht zu sehen ist), und die zur Definition von Functionen oder Curven 
höherer Grade führen. Zunächst das folgende: 



(IL) YVQ7%Vs07if y^m^2«i9 r<?239<?U9) 

dessen Periode 

K= 1234 = 5678971 

ist. Wenn wir alle drei Grössen mit demselben Factor 
multipliciren, und 

(1.) ^8,}^82}^7,^8j8sf^ = 0678 

setzen, so erhalten wir statt dessen: 

^678 7 ^13^24? ^23^14« 



Schottky, über specielle Abelsche Functionen vierten Ranges. 191 

Da nun die F lineare Ausdrücke sind, so muss G eine quadratische 
Function von x, y^ z sein. Die Znsammenstellung zeigt, dass diese qua- 
dratische Function in den Punkten 1, 2, 3, 4 verschwindet. Da man aber 
in der Gleichung 4 mit 5 vertauschen kann, so kann man auch einen zweiten 
Ausdruck für dieselbe Grösse Gcts aufstellen, der im Punkte 5 verschwindet. 
Beide Ausdrücke müssen identisch sein, da keine quadratische Gleichung 
zwischen x^ y^ z besteht. Es ist daher, wenn a, ß, y irgend drei der 
Indices 1 bis 8 bedeuten und 

(2.) h (i^ö = P> 



gesetzt wird, G^^^ eine quadratische Function von x, y, «, welche flir alle 
Punkte der Reihe 1 bis 8 verschwindet, die von a^ /?, y verschieden sind; 
oder, was dasselbe ist, G«^^ = ist die Gleichung des Kegelschnitts, welcher 
durch die flinf von a, ß^ y verschiedenen Hauptpunkte hindurchgeht. Hier- 
durch sind, bis auf constante Factoren, 56 Functionen zweiten Grades 
bestimmt. 

Jetzt nehmen wir die Gruppe 

(HI.) I^\2n^mji9 Vf?419<^4285 r<?5l9^528 

mit der Periode 1289. Nun ist nach Formel (2.) in § 2 und (3.) in diesem 
Paragraphen : 

'«'428 — -p ? 

folglich 

^ *'419*'428 — _ ,— '^ 14 "^428* 

Multiplicirt man also die drei Grössen des Systems mit dem gemeinsamen 
Factor 

und setzt: 

(4.) -^1^ = ^,,,, 
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80 erhält man eine Gleichung von der Form: 

//,2 = AF^^G^Qs+BFisGsiS} 

wo A und B Constanten bedeuten. Beide Terme, aus denen Hy2 gebildet 
ist, sind kubische Functionen, die im Punkte 1 von der zweiten und ausser- 
dem in 3, 4, 5, 6 und 7 von der ersten Ordnung verschwinden. 

Hi2 kann wieder nar auf eine Art als kubische Function von x, y, s 
dargestellt werden. Eine Vertauschung des Index 8 mit 7 in der aufge- 
stellten Gleichung zeigt aber, dass dieser Ausdruck auch im Punkte 8 den 
Werth annehmen muss. ff, 2 wird also im Punkte 1 von der zweiten, 
in 3 bis 8 von der ersten Ordnung und ist hierdurch wiederum, abgesehen 
von dem constanten Factor, bestimmt. Allgemein ist H^ß = diejenige 
Curve dritter Ordnung, welche durch alle Hauptpunkte mit Ausnahme von 
ß hindurchgeht und in a einen Doppelpunkt besitzt. Auf diese Weise 
sind 2.28 specielle Curven dritter Ordnung definirt. 

Hier ergiebt sich schon die Gleichung, welche zwischen x, y, z 
besteht, und zwar in einer grossen Anzahl verschiedener Formen; alle 
aber müssen dieselbe ebene Curve darstellen : = — wenn der Aus- 
gangspunkt dieser Untersuchung richtig ist. Aus der Gleichung (4.) folgt 
nämlich: 

daher: 

(6) ^1.2^2,3^3,1 — ^2,1^3,2^1,3 = 0. 

Diese Gleichung ist vom neunten Grade und kann unmöglich eine 
identische sein, da ffi,2, ^2,3 ^tc. sechs ganz verschiedene und nicht zer- 
fallende Functionen dritten Grades sind. Wenn man x, y, z als unab- 
hängige Grössen ansieht, so wird das Product 

^1,2^2,3^3,1 

in allen acht Hauptpunkten von der dritten Ordnung. Im Punkte 1 z. B. 
wird Hl 2 von der zweiten, ^2,3 von der ersten Ordnung 0; in 4 verschwinden 
alle drei Factoren. Dasselbe gilt von dem andern Product; es ist also 
= die Gleichung einer Curve neunter Ordnung mit acht dreifachen 
Punkten. 

Hierdurch allein ist die Curve noch nicht definirt, obgleich der Rang 
bestimmt ist und nicht grösser als 4 sein kann. Wir wissen: der Rang 
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darf auch nicht kleiner als 4 sein. Folglich kann die Curve andere Singu- 
laritäten nicht besitzen und speciell ^ nicht in Factoren niedrigeren Grades 
zerfallen. — Indessen gehen doch aus der Form der Gleichung schon 
Eigenschaften hervor, welche die Curve besonders charakterisiren. 

Hl 2 und Ä2,i schneiden sich zwar einfach in den Punkten 3 bis 8, 
aber nicht in 1 und 2. Folglich schneiden sie sich ausser in den Haupt- 
punkten noch in drei andern Punkten, die ebenfalls auf der Curve neunten 
Grades liegen müssen. Dies gilt für jedes Functionenpaar H^,ßy 11,% a' Es 
werden also durch niedrigere Gleichungen eine grosse Anzahl von Punkten 
definirt, die auf der Curve ^ liegen. 



§4. 

Wir betrachten noch die beiden Systeme von gleicher Art, wie die 
vorigen : 

(IV.) ]t?i23<?40/i^ ^^Hn^my ^ ^Z^n^m] 

(V.) yf^m^iQ.i, l«?123^13n^ ^^m^Hji' 

Hier ist nun (Formel (4.) in § 3 und (2.) in § 2): 



1^9 = 



F 



Folglich fuhrt das erste System, wenn 

(1.) P}^l}^2^^8,\^, = Jrz 

gesetzt wird, zu einer Gleichung: 

(2.) Ji23 = Afli^F^i+BHi^^Fi^. 



123 



Ferner ist: 



folglich : 



» ^123 — p "^123? 

y vm > t>,%„ — ;rj— 



'l23 ' *13t — pj "3, 1 "I23' 
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Hier ist nun: 



(3.) ^;^ = K, 
ZU setzen; dann fuhrt das zweite System zu der Gleichung: 

(4.) K^2 = CG123Ä3 l + /)Gi24^4,l« 

Auf diese Weise zeigt sich, dass J123 und K12 Functionen vierten und fünften 
Grades werden. Und zwar sind die Terrae, aus denen J123 besteht, von 
der zweiten Ordnung in 1, 2 und 3, ausserdem von der ersten in 5, 6, 7, 8; 
diejenigen der Function fünften Grades Ky^ sind von der zweiten Ordnung 
in 3, 4, 5, 6, 7, 8, von der ersten in 2. Aus denselben Gründen, wie in den 
früheren Fällen, folgt, dass Jm auch im Punkte 4, Ky^ auch in 1 ver- 
schwindet. Die Curve vierten Grades Jaß^ = geht also durch alle acht 
Hauptpunkte hindurch, und zwar sind «^ ß^ y Doppelpunkte; die vom fünften 
Grade K^ß hat alle von a, ß verschiedenen Hauptpunkte zu Doppelpunkten, 
geht aber auch durch a, ß selbst hindurch. Beide Curven sind hierdurch 
bestimmt. 

Um das System zu vervollständigen, ist noch die Einführung von 
acht Functionen sechster Ordnung nothwendig. P^«« wird eine Function 
sechsten Grades, die im Punkte a von der dritten, in den übrigen von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Man sieht dies aus folgendem System: 

(VI.) 1 t?i9;,t?5o.,^ ^^x^ri^brnt ^'^m^i^iii l^^io+^^so*? 

das nicht zu denen der bisher betrachteten Art gehört, aber doch die ge- 
meinsame Periode 15 hat und deshalb durch eine lineare Gleichung ver- 
bunden sein muss. Es ist 



1 ^lO« VsOn 







deswegen kann diese Gleichung auf die Form gebracht werden: 

Hier werden alle Glieder des Aggregats von der dritten Ordnung im 
Punkte 1 und von der zweiten an allen übrigen Stellen mit Ausnahme 
von 2; das ganze Aggregat muss aber natürlich auch an dieser Stelle 
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von der zweiten Ordnung verschwinden. Diese ebenfalls bestimmte und 
nicht zerfallende Function sechsten Grades werden wir mit Ljo, bezeichnen. 
Wenn man nun die ganze Reihe der Functionen ersten bis fünften 
Grades F, G, Ä, J, K betrachtet, so sieht man, dass diese sich paarweise 
zu Producten ergänzen, Functionen sechsten Grades, die gleichmässig in 
allen acht Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwinden. Diese 
Producte bezeichnen wir gleichfalls mit L. Dem linearen Ausdruck F^ß 
steht auf diese Weise gegenüber die Function fünften Grades K^ß; in der- 
selben Beziehung stehen G^ßy und t/«^^, endlich die beiden kubischen Func- 
tionen H^ß und Hßa* Wir setzen 

Faß t^aß = ^a>SO 9 
^aßr Jaßr ~ I^aßr 9 
"a,fl"ß,a — ^aßn* 

Hierzu kommen noch die acht Functionen L^g^y welche nicht zerfallen, 

dafür in einem der Hauptpunkte von der dritten anstatt von der zweiten 
Ordnung verschwinden. 

Es giebt aber nur vier linear unabhängige Functionen sechsten 

Grades, die in acht gegebenen Punkten von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden; ist 

X, Y, Z, U 

ein solches System von vier Functionen sechsten Grades, so können alle 
120 Grössen L,^ als lineare Functionen derselben: 

(5.) A. = A,,,X+B,.J+C„,Z+D,,,U 

dargestellt werden. Dies führt zu der auf dem Kegel liegenden Raumcurve. 
Wir fassen jetzt alle Gleichungen zusammen, durch welche die 
Grössen L und ihre Factoren ursprünglich definirt sind: 



(6.) 



^aß — r *a » V » ^aß99 '^aß — 7=^~r^^ ' ^«/^^ ~" *^aß*^aß9 

V^aY^ß 



P]^Va 



^^ßr ~" "J— 7r^~/-^"5 •'«/^r — ' 1 *a ' */? ' *r ' ^aßyy I^aßr — GaßyJaßr^ 
\Sa\Sß\Sy 

„ _ P]^Sa\^Vaßn o _ P}^Sß]^Vaßn j _ wf TT . 

"a, ß — "/— = 7 "ß, a — 7l^^~ ' ^^ß^ ~" "«. ß "ßy «* 

\Sß \Sa 

(7.) «« = t?«o.; P's, = L^c,^; P= n (1^). 



a=l 

25 
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Die Combination dieser Gleichungen ergiebt zunächst 

(8.) P*f?,,, = L„, 

für jeden der 120 Indices m; ausserdem verschiedene Formen der Gleichung 
neunten Grades ^ = 0. Eine Gruppe derselben haben wir schon betrachtet. 

Ausserdem ist: 

(9.) L^Q^Hß^^ = Lßtj^H^ßy 

(10.) J^ß^K^ß == FaßGaßy.L^r^y 

K K K K ^ 

/i 1 N "i3 "34 "56 " 78 i/r r r 

\^^*J "B p F E» — ' *^10.7 ^9/1 • • • MÄ);r • 

^12 ^24 '^Se '^78 

Die mittlere von diesen Gleichungen zeigt, dass auch die drei Punkte, in 
denen F^ß = und K^ß = sich treffen ausser den Hauptpunkten, auf der 
Curve neunter Ordnung liegen; ebenso diejenigen drei, welche G^^^ = 
und J^ßy = gemeinsam sind. Endlich kann vermöge der Determinanten- 
ausdrUcke F^ G, H, etc. jeder Quotient 



/^' 



Vat^b 



rational durch die Verhältnisse der Grössen x, y, z ausgedrückt werden. 
Aber es ist bei dieser Darstellung auch evident, dass die Grössen 

^^ '^ ^t: 

Functionen sind, die im Gebilde beständig den Charakter rationaler besitzen 
und nur an drei Stellen 0, an ebenso vielen unendlich werden; besonders 
leicht ist dies zu erkennen, wenn L,,^ und L„ zu den zerfallenden Functionen 
gehören : 

Die Hauptpunkte können dann nicht mitgerechnet werden, weil Zähler und 
Nenner in diesen von der gleichen Ordnung unendlich werden; die übrigen 
Nullpunkte von Q sind zugleich Nullpunkte von R, weil die Gleichung 
der Curve immer in der Form 

QR,-RQ, = 
geschrieben werden kann. Da die Anzahl der Nullpunkte immer drei beträgt, 

so sind 

A,^+ß.y+a„Z+ö„.£7= 

die Gleichungen der dreifach berührenden Ebenen derjenigen ßaumcurve, 
deren Coordinaten X^ Y, Z, U sind. Schon hieraus ist zu sehen, dass diese 
von der sechsten Ordnung sein muss. 
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§5. 

In dem Vorhergehenden wui'de absiclitlich auf die constanten Fac- 
toren, mit denen die Functionen F, G^ H etc. als behaftet gedacht werden 
müssen, keine Rücksicht genommen, weil sich diese Frage einfacher alge- 
braisch oder mit Hülfe elliptischer Functionen erledigen lässt. Auf diese 
Weise gelangen wir auch zu einer Verification der erhaltenen Resultate, 
namentlich des wichtigsten Punktes, dass die in verschiedenen Formen auf- 
tretenden Beziehungen zwischen x^ y, z doch nur einer einzigen Gleichung 
äquivalent sind. Die Curve, deren Gleichung ^ = ist, ist eine den Geo- 
metern bekannte; es ist dieselbe, auf welche Herr Berlini m seinen Unter- 
suchungen über eindeutige involutorische Transformationen in der Ebene 
geführt wurde *). 

Es seien acht Punkte in einer Ebene gegeben, in der Art, dass nicht 
drei auf einer Geraden, nicht sechs auf einem Kegelschnitt liegen und auch 
nicht eine Curve dritten Grades gezogen werden kann, welche durch alle 
acht Punkte hindurchgeht und einen derselben zum Doppelpunkt hat **). 
Die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten dieser acht festen Punkte seien 

und ar, y die eines variabeln Punktes. 

Wenn man alsdann zunächst die ganzen Functionen dritten Grades 
von Xy y betrachtet, welche in diesen acht Punkten verschwinden, so lassen 
sich alle linear-homogen durch zwei unter ihnen, A und B, ausdrücken. Die 
Curven ^ = 0, Ä = 0, ebenso wie alle des Büschels A—lB = haben dann 
noch einen neunten Punkt Oo, 6^ gemeinsam, dessen Coordinaten, wie be- 
kannt, rational durch ai, 6,; ... ao, 6r, dargestellt werden können. 

Gehen wir nun über zu den Functionen sechsten Grades von x, y^ 
die in den acht gegebenen Punkten von der zweiten Ordnung verschwinden, 
so sind unter diesen vier linear unabhängige: X^ Y, Z^ U. Da aber offen- 
bar A^y B^ und AB zu ihnen gehören, so kann man direct 

X=:A\ Y=^AB, Z = B' 



*) Bertini, Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie nel piano. Annali di 
matematica 1877. In einer Anmerkung erwähnt Herr Bertini, dass Eigenschaften der 
Curve schon vorher Herrn Cremona bekannt gewesen. 

**) Diesen Bedingungen entsprechen diejenigen Determinanten, durch welche sich 
die NuUwerthe der Theta im vorliegenden Falle am einfachsten ausdrücken lassen. 
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setzen, woraus folgt: 

Y'^ZX = 0, 

d. h.: Wenn man X, Y, Z, U als homogene Coordinaten eines Raumpunktes 
betrachtet, so liegt dieser auf einem Kegel zweiten Grades. 

Wenn man eine Function dritten Grades bildet, welche im Punkte 1 
von der zweiten Ordnung, und ausserdem in den Punkten 3 bis 8 ver- 
schwindet, so ist diese unter den angenommenen Voraussetzungen in den 
Punkten 2 und 9 von verschieden, und sie wird jetzt genau bestimmt 
sein, wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, dass sie in dem Restpunkte 
9 den Werth 1 erhalten soll. Diese unzweideutig definirte Function nennen 
wir jetzt fl,,2. In gleicher Weise denken wir uns die ganze Gruppe 

"1,27 "1,37 "2,1 CtC» 

bestimmt. Das Product 

"1,2 -"2,1 = ^12/1 

besitzt dann im Punkte 9 ebenfalls den Werth 1. Da es linear durch U, 
A^, AB, B^ darstellbar sein muss, A und B aber im Punkte 9 verschwinden, 
so muss auch U im Punkte 9 einen von verschiedenen Werth besitzen, 
den wir = 1 annehmen können. 
Wir setzen jetzt 

B 

Indem wir dem l einen festen Werth beilegen, wird der Punkt ar, y auf 
eine Curve dritten Grades 

beschränkt, die — specielle Werthe von l ausgeschlossen — ohne Singu- 
larität und deshalb vom Range 1 ist. Führt man eine neue Variable u 
ein durch die Differentialgleichung 

, dx 

du = 



dG 



so werden x und y elliptische Functionen dritten Grades von n, welche in 
denselben drei Punkten unendlich sind. Die Summe dieser drei Werthe 
des u, für welche x und y unendlich werden, sei c; ferner seien 

«17 «27 • . . «9 

diejenigen Werthe, welche u in den auf der Curve liegenden Punkten 
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«1, 61; ... Oo, 69 erhält. A und B sind dann proportional einer elliptischen 
Function neunten Grades /*(«), welche für « = «1, «2, ... Ug verschwindet 
und flir diejenigen Werthe, für welche x^ y unendlich werden, von der dritten 
Ordnung unendlich gross wird. Es muss daher 

Wi+fi2+W3H I-W9 = 3c 

sein. Um diese elliptische Function vollständig zu bestimmen, nehmen wir 
an, dass ihre Ableitung für «1 = 1/9 den Werth 1 erhält: 



§6. 

H^2 wird nun ebenfalls eine elliptische Function neunten Grades, die 
fllr dieselben Werthe unendlich wird wie f{u) und von derselben Ordnung. 
Von den Nullwerthen sind acht unmittelbar gegeben; es wird nämlich 
^12 = für «I -= tij von der zweiten Ordnung; ausserdem von der ersten 
für w = «i3, «I4, ... Wö« Dßr Quotient 

(1-) ^ = v...(«) 

ist daher eine elliptische Function zweiten Grades, welche unendlich wird 
für ti = w9 und w ~ «27 flir w = «,; sie muss deswegen ausserdem noch 
werden für w = W2+«/o— w^. Da für tt = f/9 

Ä,2 = i, /•« = o, r(«) = i 

wird, so ist 

(U — flg) V'i, 2 («) == 1 für U = Ug. 

Wenn wir jetzt das Product bilden: 

(2.) v^,,2Wv^2,i(w) = ;:i2W, 

so heben sich die Null- und Unendlichkeitswerthe Ui und «I2 gegenseitig 
auf; wir erhalten wieder eine Function zweiten Grades, deren Entwickelung 
in der Nähe der Stelle 1/9 anfängt mit 

1 

(u^uj 

und welche wird für 

fi— 1/9 = ^2— «^1 und «I— f/9 = «ij— -«2. 
Diese lässt sich also durch die Weierstrass^che Grundfunction p(u) in fol- 
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gender Weise darstellen: 

(3.) x,^(u) = p{n-u^-p(u,-u^). 
Somit ergiebt sieh: 

(4.) Ly,^ = H,^2lf-2^i== r\p(u-iic;)-p(u,-U2)\. 

In ähnlieher Weise lassen sich die übrigen Grössen L,,, darstellen. 
Bilden wir jetzt das Produet 

80 wird dieses für w = fii, ?/2, «3 ebenfalls weder noch oc; denn es wird 
zwar t//3 1=00 für tt = «ii, für denselben Werth aber der erste Factor i//i2 = 0. 
Somit ist dies eine Function dritten Grades, welche cx> wird für « = «9 wie 

1 

und für ti—tio = «2—^1, «3—1/2, «ii— «I3. Diese muss sich deshalb dar- 
stellen lassen in der Form 

wo Gy b von u unabhängig sind. 

Vertauschen wir zwei Indices, z. B. 1, 2, so erhalten wir eine Func- 
tion, die sich in der gleichen Form darstellen lassen muss, die aber für 
die entgegengesetzten Werthe von 11— t/o: 

u^—Ui, Uz— Uly «2—^3 

verschwindet. Somit müssen für diese die Coefficienten a, 6 entgegengesetzte 
Werthe erhalten. Daraus folgt: 

oder: 

(7.) H,,H,,H,,+H,,H,,H,, = -f^p\u-u,). 

Aus dieser Gleichung geht liervor, dass der Ausdruck auf der linken Seite, 
den wir jetzt als rationale Function der unabhängigen Grössen ar, y mit 
^(x^y) bezeichnen können, ungeändert bleibt, wenn wir die Indices oder 
Punkte 1, 2, 3 durch irgend welche anderen der Reihe 1 bis 8 ersetzen. 
Die Identität ist für einen willkürlichen Werth von k^ somit für jeden Punkt 
der Ebene erwiesen. Wenn in Bezug auf das Vorzeichen die Gleichung 
nicht in Uebereinstimmung ist mit der Formel (6.) in § 3, so ist der Grund 
hierfür natürlich in dem Umstände zu suchen, dass wir hier besondere — 
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m 

und zwar genauere — Festsetzungen über die constanten Factoren der 
Functionen H getroffen haben. 

.Wir nehmen als Anfangspunkt des Integrals u den Punkt 9, sodass 
1/9 = ist 

Den Gleichungen (4.) und (7.) können wir dann folgende Form 
geben : 

(8.) ^p- = mp(n-)+m', 



(9.) *^|^ = «^'(«), 



WO m^ m und n von u unabhängig sind, und zwar m, n von verschieden. 
In der Gleichung (8.) können wir Li2„ ersetzen durch irgend eine Function 
U sechsten Grades, die in den acht festen Punkten von der zweiten Ord- 
nung verschwindet, aber nicht im Punkte 9, denn es ist dann 1^2 ^ identisch 
mit einer linearen Function von U^ Ä^^ ß^, AB; das Verhältniss A:B aber 
constant für die Punkte der Curve G. Es ist also auch: 

(10.) -^ = cp(u)+c', 

WO c und c' als Constanten zu betrachten sind, unter der Voraussetzung, 
dass der Quotient 

nicht variirt wird. 

Diejenigen Punkte der Curve G, in denen diese zusammentrifft mit 
der Curve neunter Ordnung, abgesehen von den Hauptpunkten, sind durch 
die Gleichung ^'(ti) = definirt. Diese Gleichung kann, zufolge (10.), er- 
setzt werden durch: 



(11.) rf(-^) = 0, 



welche gilt, wenn -^ nicht variirt, d. h. 

(12.) d(^) = 

A U 

angenommen wird. Nun sind -^ und -^ rationale Functionen von x und y; 

die Gleichung der Curve neunten Grades wird also erhalten, indem man 
dx, dg aus (11.) und (12.) eliminirt: 

Journal für Mathematik Bd. CHI. Ueft 3. 26 
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A B 2U 

iß &U_ 

(13.) dx fjx fjx = 0, 



dA 


dB 


du 


dx 


ex 


dx 


dA 


dB 


du 



dy dy dy 

Noch Bymmetmcher wird diese Gleichung, wenn man wieder homogene 
(.Koordinaten x, y, z einführt: 

dA dB du ; 



0. 





! dx dx dx 


(14) 


dA dB du 
i dy dy dy 




i dA dB du 




1 dz dz dz 


Zu der Gleichung der 


auf dem Kegel 




XZ ~ Y' 



gelegenen Raumcurve sechster Ordnung, deren 120 dreifach berührende 
Ebenen durch die linearen Ausdrücke L„, bestimmt werden, kann man auf 
folgende Weise gelangen. 

Es giebt im Ganzen 22 linear unabhängige Functionen achtzehnten 
Grades von x, y, welche in den acht Hauptpunkten von der sechsten Ord- 
nung verschwinden. Davon lassen sich 16 bilden als kubische Functionen 
von U, A\ B\ AB; sieben andere sind: 

*^; 4^UA, i^UB, *^^ ^A^B, ^AB\ ^B\ 

Zwischen diesen 23 Ausdrücken muss also identisch eine lineare homogene 
Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen. Indem wir denjenigen 
Theil des Aggregats, welcher eine kubische Form von t/, A^^ AB, B^ ist, 
als M{U: A^ B) bezeichnen, können wir dieser Gleichung die Form geben: 

(15.) M{U; A, B) = c4^'+^N(U; A, /?), 

wo A' ebenfalls einen ganzen rationalen Ausdruck bedeutet. 

Beschränkt man jetzt x, y auf eine willkürliche Curve des Büschels — 
also den Kanmpunkt auf eine Gerade des Kegels — , so geht durch die 
Formeln (9.) und (10.) die Gleichung (15.) über in eine Relation zwischen 
^y). y>'(»). welche in Bezug Kwi ipXu) quadratisch, in Bezug auf p(u) vom 
dritten Grade ist Dies kann keine andere sein, als die Differentialgleichung 
für ^'\ji). Hieraus folgt, dass der Term ^iV, welcher linear in p\u) wird, 
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identisch verschwinden muss für jeden Werth von l. Man kann deswegen 

direct 

^V^ = M(U; A, B) 

setzen. — Es giebt, wenn wir von constanten Factoren absehen, keine 
andere ganze rationale Function von x, y, für welche eine solche Identität 
sich aufstellen Hesse. Denn, wäre auch 

*1 = M,(U; A, ß), 
wo Ml gleichfalls eine kubische Form von £7, -4^, ß^, AB bedeutet, so 
miisste auch 4\ in den acht Hauptpunkten von der dritten Ordnung ver- 
schwinden. Daraus würde folgen, dass sich 4\ in der Form 

*i = c^ + N,(U; A, B) 
darstellen Hesse, wo N^ einen Ausdruck bedeutet von derselben Art wie 
der oben mit iV bezeichnete. Wir hätten dann für 4^ eine Gleichung 

die unmöglich ist, ausser für iVj = 0. — Dies giebt eine Methode, alge- 
braisch zugleich die ebene und die entsprechende Raumcurve zu definiren: 
Wenn man vier linear unabhängige homogene Functionen sechsten Grades 
von ir, y, a aufstellt: 

X, y, z, u, 

die in acht festen Punkten unabhängiger Lage von der zweiten Ordnung ver^ 
schwinden, so besteht zwischen ihnen zunächst identisch eine quadratische Glei- 
chung mit verschwindender Determinante (also die eines Kegels): 

/f = 0. 
Unter den rationalen Functionen von x, y,^ giebt es dann eine — durch 
diese Bedingung bis auf einen constanten Factor bestimmte — deren Quadrat 
sich als ganze kubische Function von X, Y, Z, U darstellen lässt: 

\^K^, y, i)V = ^'(^, y, z, U). 

Dieselbe ist der gemeinsame Theiler der vier Functional- Determinanten von 
JT, y, Zy U. Diejenigen speciellen linearen Ausdrücke in X, Y, Z, U, welche, 
als abhängig von x, y, z betrachtet, zerfallen in die Factoren F,^^^, K^^^; 
f^aßrf *^aßY\ f^a,ß9 -^,5, a odcr cudUch in einem der acht Punkte von der dritten 
Ordnung Null werden, deßniren die 120 dreifach berührenden Ebenen der auf 
dem Kegel Ä = gelegenen Raumcurve sechster Ordnung M = 0. 

Zürich, den 5. Februar 1887. 
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Bemerkungen über ^^ = ^+ ß^2=o^). 

(Von Herrn P. du Bois-^Reymond.) 



Unter der Benennung Dirichlel^che» Princip werden zwei Sätze zu- 
samniengefasst: Erstens das Existenztheorem, nach welchem es stets eine, 
mit ihren Differential quotienten im Innern einer geschlossenen Curve stetige, 

der Gleichung Jz^-^^-i--^ a =0 genügende Function z giebt, die sich 

bei Annäherung an jene Curve einer dort willkürlich gewählten Function 
unbegrenzt nähert, und zweitens das Eiudeutigkeitstheorem , nach welchem 
die Function ä durch die willkürlich gewählte Randtunction eindeutig be- 
stimmt ist. Die erstere Behauptung ist meines Wissens von Dirichlet im 
Druck nicht ausgesprochen worden. Doch findet sie sich in dem sechsten 
Abschnitt seiner Vorlesung über Potentiale in der Gri/fc^schen Wiedergabe. 
Auch beruft sich Riemann auf jene Vorlesung **). Der dem Existenzbeweise 
zu Grunde liegende Schluss, den man auch bei Gauss ***) findet, auf das 
Vorhandensein einer Function, die ein gewisses Integral zum Minimum 
macht, wird heute mit Recht nicht mehr als bindend angesehen, und, wie 
ich hinzufüge, ist er bei Doppelintegralen (um so mehr bei dreifachen Inte- 
gralen), bei denen die Function über eine ganze Fläche mit gegebenen 
Begrenzungen sich erstrecken soll, besonders bedenklich. In dem Dirichlet- 
sehen Beweise spielen zudem noch die Kandwerthe der Ditferentialquotienten 



*) Dieser Aufsatz ist ein Theil einer vor längerer Zeit verfassten Abhandlung über 
den Titelgegenstand, deren Foi*tsetzung ich bei Gelegenheit veröffentlichen werde. Einiges 
im vorliegenden Aufsatz Lst in einer inzwischen erschienenen Schrift des nun verstorbenen 
Axel Harnack ebenfalls behandelt. Doch ist es so wenig, dass ich deshalb keine Aende- 
nmg in der ursprünglichen Abfassung für nöthig erachtet habe. 

**) Riemanns ges. Werke, pag. 90. 

***) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse etc. 
Art. 31. 



P. du Bois-Reymond, Bemerkungen über ^ä = -a— 5- + -^-r = 0. 205 

der unbekannten Function eine übrigens auch den Eindeutigkeitssatz berüh- 
rende Rolle, welche die Tragweite der Beweise einschränkt. 

Von Beweisen in der Functionentheorie. namentlich Existenzbeweisen, 
kann man auch ohne eingehende Prüfung aussagen, dass sie ungenügend 
sind, wenn sie nicht zu genauen Bestimmungen führen über die Schranken, 
innerhalb deren die Functionen des Existenzbeweises sich bewegen dürfen. 
Wie Herr Kronecker treffend bemerkt, ist jeder wirkliche Existenzbeweis in 
seinem Nerv eine Vorschrift zur wirklichen Darstellung der Grössen, die als 
vorhanden bewiesen werden sollen, wenn eine solche Darstellung auch aus 
äusseren Gründen unausführbar erscheinen mag. So muss denn ein be- 
friedigender Existenzbeweis genaue, wenigstens ausreichende Bedingungen 
ergeben. Daher besteht der positive Werth der guten Beweise der Func- 
tionentheorie darin, dass sie den zu beweisenden Sätzen ehien verlässlichen 
Gültigkeitsbereich abgrenzen, was einige Mathematiker zu übersehen scheinen. 
Sie stellen nicht bloss Wahrheiten fest, „die längst nicht bezweifelt wurden", 
sondern sie bestimmen Gebiete, ausserhalb deren die Wahrheiten Irrthümer 
werden können. 

Was nun das Dirichlet&c\iG Princip betrifft, so ist sein zweiter Theil, 
der Eindeutigkeitsbeweis, von bleibendem praktischem Nutzen. Denn die 
Verhältnisse am Rande, das Unendlichwerdeu der Differentialquotienten, die 
UnStetigkeiten der Randfunction, die Beschaffenheit der Randcurve selbst, 
kommen in den Anwendungen kaum in Betracht. Hinsichtlich des Existenz- 
beweises darf man auf Grund von Beispielen und allgemeinen Ueberlegungen 
die Hoffnung hegen, es werde nachzuweisen gelingen, dass seine Behaup- 
tung richtig ist für eine reclißcirbare ftandcurve*)^ die sich nickt schneidet, 
und für eine integrirbare Randfunction. Ob der Eindeutigkeitssatz so weit 
sich erstreckt, ist wegen der unendlich werdenden Differentialquotienten von 
j» am Rande fraglich, doch spricht in dieser Hinsicht kein Beispiel gegen 



*) Ich bin auf diesen Begriff näher eingegangen in einer Abhandlung: „Erläuterungen 
zu den Anfangsgründen der Variationsrechnung", Leipz. Ann. XV. Band, pag. 283. In- 
dessen ist bei den partiellen Differentialgleichungen wohl ein beschränkterer als der dort 
entwickelte Rectificirbarkeitsbegriff angemessen, obschon nicht nothwendig. Da nämlich, 
vor der Hand, die Beschaffenheit der am Rande aufzustellenden Functionen, der dort 
willkürlichen und der die Integration bewirkenden die Hauptschwierigkeit bildet, so wird 
man das Problem nicht unnöthig verwickeln wollen, und als rectificirbar zunächst solche 
Functionen zu verstehen vorziehen, die einen bis auf einzelne Punkte stetigen Differential- 
quotienten besitzen. 
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ihn. Wenn die Randcurve sich schneidet, 2 also nicht mehr eindeutig ist, 
so finden verwickeitere Verhältnisse statt, die wir hier ausser Spiel lassen. 
Bekanntlich hat Herr C. Neumann es unternommen, mit Hülfe seiner 
Methode des arithmetischen Mittels*) den Existenzsatz wiederherzustellen, 
und es ist ihm dies schon in solchem Umfang geglückt, dass voller Erfolg 
zu erwarten ist. Um so mehr darf gegenwärtig der, welcher in dieser 
Materie forscht, mit einiger Beruhigung das Z)«ncAfe/sche Princip wenigstens 
als eine Voraussetzung, gleichsam als Axiom gelten lassen, allerdings mit 
der nöthigen Vorsicht die Randverhältnisse betreffend. 



2. 

Die doppelte Entstehung des Integrals über die Randcurve. 

Sind z und ^ zwei Lösungen von J:s = 0, so ist : 

(1.) Väx+Vä, = (,-|-s|L)rf,+(?^-,|t)rf, 

ein vollständiges Differential, wie direct zu sehen, dessen Integral über eine 
geschlossene Linie also unter gewissen Umständen Null ist. 

Andererseits findet man, wenn man ^z/js = oder a^S = 0, oder 
(nach Riemann^ Vorgang) 

mit dxdy multiplicirt und über ein Areal summirt, dass das Integral 

f(Udx+Vdy) 

über die Begrenzung des Areals ebenfalls unter gewissen Umständen Null 
ist. Es handelt sich also nur um die Bedingungen, unter denen in beiden 

Herleitungen das Integral f(Udx+Vdy) Null ist. 

Geht man von der Gleichung -g— = -g^ aus, und setzt 

Kx, y) =^f'U{x, y)dx+f'V(c, y)dy + C, 

*c c, 

80 ist (7=4^, F=4^- Sodann sind c und Ci, sonst willkürlich, so zu 

ox ^ öy 



♦) „Ueber die Methode des arithmetischen Mittels" (XlII. Bd. der Abh. der math.- 
phys. Klasse der K. Sachs. Gesellschaft d. Wissensch.) und andere Schriften. 
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Wählen, dass die Integrale einen Sinn haben. Dann ist 

f'\Udx+Vdg) = K^,y)-f(x,,y^;) 

auf zweien die Punkte a-,,, y,, und a?, y verbindenden Integrationswegen 
gleich, wenn 1. die Integrationswege rectificirbar sind; wenn 2. 

U(x,y) und F(ar,y)= r^^|^-^^ + F(c,j,) 

auf und zwischen den Integrationswegen nur so, und zwar nur in Punkten un- 
stetig werden, dass dies keinen Einfluss auf die Integrale hat. Würden sie 

in Linien unstetig, so würde das Integral nUdx + Vdy)^ falls sein Weg so 

geändert wird, dass er dabei die Unstetigkeitslinie in sich aufnimmt und 
wieder verlässt, ebenfalls unstetig geworden sein. 3. wollen wir U und V 
unverzweigt voraussetzen. 

Diese ausreichenden Bedingungen für U und V^ in denen diese selbst 
und ihre Argumente in gehöriger Weise vertauscht werden können, sind zwar 
unsymmetrisch. Dies ist indessen nicht ohne Analogon in der Theorie der 
vollständigen Differentiale (s. meine „Allgemeine Functionentheorie'', pag. 136, 
Anm. und 0. Holder, „Beiträge zur Potentialtheorie" *), pag. 69). 

Die Bedingungen für U und V lassen sich leicht in solche für ü» 
und ^ übertragen. 

Man erhält solche Bedingungen für z und ^ direct durch die zweite 
Methode der Integration, z. B. von X^Jz = über ein Areal. Man nimmt 
darin t, mit allen seinen in Betracht kommenden Differentialquotienten stetig 

an, und a so beschaffen, dass die Integrale von ^ ^s— r, ^-^-r nach x resp. 

y durch zweimalige partielle Integration auf die bekannte Weise trans- 

formirt werden können. Dies setzt zwar die Integrirbarkeit von -^— ä"? -ffr 

voraus, gestattet diesen Grössen jedoch so unendlich zu werden, dass im 
Flächenintegral über die Unendlichkeitsstellen hinwegintegrirt werden kann, 

wodurch auch den Differentialquotienten -7^ und ^ das Unendlichwerden 

ermöglicht ist, nur nicht in Linien, schon weil die Randcurve nicht mit 



*) Inauguraldissertation. 
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solchen Linien zusammenfallen dürfte. Von der Flächenbegrenzung muss 
ferner die Rectificirbarkeit vorausgesetzt werden. Nimmt man endlich, worauf 
wir uns hier beschränken, z und S ini Areal unverzweigt an, so ist eben- 
falls über seine Begrenzung erstreckt 

Für den Weg über das Doppelintegral scheint übrigens Riemann^ 
oben erwähnter Ausgangspunkt zweckmässiger zu sein. Aber ich glaube, 
dass der Weg über das vollständige Differential überhaupt den Vorzug 
verdient. Die auf beiden Wegen erhaltenen Bedingungen sind, wie ich finde, 
im Wesentlichen gleichwerthig. Doch gehe ich schon deshalb auf diesen 
etwas heiklen Gegenstand hier nicht weiter ein, weil ich doch darauf werde 
zurückkommen müssen, wenn ich bei einer späteren Gelegenheit die all- 
gemeine Theorie des einer linearen Difl^erentialgleichung zweiter Ordnung 
zugeordneten vollständigen Differentials, deren Grundzüge ich schon mit- 
theilte *), eingehender zu entwickeln haben werde. 



3. 

Der erste lutegralsatz der Gleichung /1z = 0. 

Es seien x, y die Coordinaten der Punkte der Randcurve; ^, rj 
die eines Punktes im Innern, es sei 

p^ = (ar-|y+(y-i?)^ und S = Ä = logp; 
dann findet mau bekanntlich 



(I.) 



dR „ ÖS \ . . / „ öa dR 






die Integrale über die Randcurve genommen. Man kann vom Differential 
(1.) ausgehen, es über die Randcurve und über einen um den Punkt §, tj 
als Mittelpunkt gelegten Kreis, die man auf die übliche Weise durch eine 
Verbindungsdoppellinie zu einem Zug vereint, integriren, dann t = R setzen 
und den Kreis sich in seinen Mittelpunkt zusammenziehen lassen. Oder 



*) „Ueber ein in der Theorie der partiellen Dift'ereutialgleichungen auftretendes voll- 
ständiges Differential", Math.-naturw. Mittheilungen von Bohlen (bei Fues in Tübingen) I. 



'»5 
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man nimmt als Areal flir das Doppelintegral die Ringfläche zwischen der 
Randcurve und dem Kreise und verfährt dann ebenso. Etwaige Unendlich 
von s schliesst man dnrch Kreise ans mit Radien q', und sie bleiben ohne 

Wirkung, wenn die Producte 9~^i P "ä~ ' ^^ "8~ ^"^ "8" ^^'^ Periphe- 
rien der Ausschliessungskreise angehören, mit q verschwinden. 

Ich führe dies an, um folgende Bemerkung daran zu knüpfen. Diese 
ganze Herleitung setzt voraus, dass die Grösse z unter dem Randintegral 
eine Function der zwei Variabein x und y sei, welche der Gleichung ^» = 
genügt. Denn das Integral über das Differential (1.) ist nur unter dieser 
Voraussetzung gebildet, und die Function z unter dem Doppelintegral muss, 
den Rand incl., ebenfalls der Gleichung ^ä = genügen, da sonst am Rande 

lineare Unstetigkeiten auftreten würden, und dort ^^ keinen Sinn hätte. 

Wenn man nun gleichwohl in der Formel (I.) an Stelle der Func- 
tion z zweier Variabein sich eine Function einer Variabein, d. i. s gesetzt 
denkt und diese Function willkürlich sein lässt, so geht die Berechtigung 
hierzu durchaus nicht aus der obigen Ableitung hervor, sondern erst aus dem 
stillschweigend vorausgesetzten DfrtcAfef sehen Princip. Allerdings ist dieses 
Princip nicht seinem ganzen Umfange nach nöthig. Es ist für die Ab- 
leitung von (I.) nur nöthig zu wissen, dass es für eine gegebene Rand- 
curve und eine dort gegebene willkürliche Function stets eine Lösung z 
von Jz = giebt, die bei Annäherung an die Randcurve der dort gegebenen 
Function sich nähert, die sonst den oben angegebenen Stetigkeitsbedingungen 

genügt (die gewiss erfüllt sind, wenn z^ -y , -^ - stetig sind), der jedoch 
in Punkten Unstetigkeiten gestattet sind, bei denen die oben näher angegebenen 
Grössen (f'-ß—^ (f'~Q~ ™it P' gegen Null convergiren. Dann folgt aus der 
obigen Formel (L), dass auch diese Unstetigkeiten ausgeschlossen sind. — 
vorausgesetzt, dass der Differentialquotient ^/v "^eht in einer Weise un- 
stetig wird, welche das Integral sinnlos macht. Diese letztere Möglichkeit 
ist zwar sehr störend, indessen gewinnt man doch den Satz, dass, wenn eine 
Function innerhalb eines Bezirks der Gleichung Jz = genügt und man 
von ihr weiss, dass sie darin sammt ihren ersten Differentialquotienten stetig 
ist bis auf einzelne Punkte, in denen sie es vielleicht nicht ist, in jenem 

Journal für Mathematik Bd. CHI. lieft 3. 27 
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Bezirk Unstetigkeiten nicht möglich sind, bei denen die obigen Grössen 
9-ö~i (f'~s~ ™^* P' verschwinden. Denn man kann in jedem solchen Be- 
zirk beliebige kleinere abgrensien, in denen die Formel (I.) ohne Zweifel 
gilt. Also sind bei Functionen, welche Jz=^0 genügen, punktweise Un- 
Stetigkeiten der angeführten Art ausser in Verzweigungspunkten Überhaupt 
nicht möglich. 

Die Formel (I.) veranlasst noch folgende Ueberlegung. Sie ist 
offenbar eine Lösung von Ja = 0, welche Functionen von s auch für s und 

f)W genommen werden mögen. Ja, wenn man das Integral bildet 



Z = f{2ip^(s)R,)ds, 



wo die (pp(B) beliebige Functionen vorstellen und 7?^ eine beliebige Suc- 
cession von Differentialquotienten von R nach ^ und tj^ so ist Z eine Lösung 
von JZ = 0, die innerhalb der Randcurve mit sämmtlichen Differential- 
quotienten stetig ist. Dies lehrt, ein wie unsicherer Begriff der der will- 
ktlrlichen Functionen bei partiellen Differentialgleichungen ist, namentlich 
wenn sie unter Integralen auftreten. Denkt man sich nämlich innerhalb 
der Randcurve eine zweite Curve, so ist Z = ¥^(«) auf dieser zweiten Curve 
Randfunction für deren Inneres und bestimmt nach dem Z^trtcA/efechen Princip 

oder nach Gleichung (I.) (weil nämlich Z und -^ stetig sind) die Func- 
tion im Innern. Also beschränkt sich die Mannigfaltigkeit der willkürlichen 
Functionen <p^(«) auf die der Einen ^(s). 



4. 

Der Integralsatz (I.) und das CaucA^sche Randintegral. 

Man hat zwischen dem Ca2ie%schen Satz 

(wo ich, um an gewohnte Bezeichnungen mich anzuschliessen, nicht wie in 
den vorigen und folgenden Artikeln unter «, X> Lösungen der Differential- 
gleichung ^^J5 = verstehe, sondern :b=^X'\'%yy ^ = f-fiiy setze) und der 
Fofinerschen Formel eine Verwandtschaft vermuthet, die aber nicht zu existiren 
scheint Dagegen steht er zur Gleichung (I.) in nächster Beziehung. Ich 
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setze noch /(») = «+«», ^| = ar— I, Jri = y—ri, so wird die CaucAysche Formel: 
woraus folgt: 

o„« _ rdx(uJ^+f)Jr))-dy(tJ^-uJti) 
-int - I ;7i*T^ • 

Bedenken wir nan, dass, wieder 

R = ilog(z/^'+^»/0 
gesetzt : 

dyJi-dxdn . dR . dR dR . 

dxJ^+dyJf] . dR , . dR dR . 

-^|.+^i- = dxg^ +dy ^^ = -^d$ 

ist, so folgen die dem Theorem (I.) entsprechenden Formeln: 

-2nv = /rf,(«|^--t,||), 
von denen z.B. die erste in das Theorem (I.) übergeht, wenn man 

einfuhrt und partiell integrirt. Mnltiplicirt man die zweite der vorstehenden 
Gleichungen mit i^ addirt beide und mnltiplicirt noch einmal mit i, so erhält 
man wegen: 

dz , /dB . .öÄ\ 

das Cauchy^che Fnndamentaltheorem zurück. 



Die Greensche Functiou. 

Nach der Gre^schen Methode eliminirt man aus (I.) den Diflferential- 

quotienten -^^ indem man die Herleitung von (I.) wiederholt, aber nicht 

mit der Lösung ^ = /i, sondern mit einer solchen G(li, iji; |, ij), in der 

27» 



9'» dh 
212 P, du Bois-Reymond, Bemerkungen über Jz = ^ a + ^a =0« 

^, 1? als fest gedacht sind , die am Rande (f i = ar, iji = y) in Ä übergeht, 
im Innern aber sammt ihren Differentialqaotienten stetig ist. Die Annahme 
einer solchen Function G ist nach dem Dirichlet^chen Princip gestattet. 
Man hat dann 

und dies von (I.) abgezogen giebt: 

271Z = ^d8zH(x, y; §, r/)^ 
wo 

"\^9 99 ^9 Uj — ^jy Qf^ 

^{^i-i ^M ^9 v) ist die von Herrn C. Neumann *) Greensche Function genannte 
Grösse, und er zeigt u. A. von ihr, dass sie nach den Variabeinpaaren 
symmetrisch ist, dass 

Die Function 

t = iiog((^i-iy+(i?i-i?)^)-ö(^u V.] §. n) 

ist ein Integral von ^^ = 0, das am Rande Null, für ^i = I, Vi — n »^©r 
logarithmisch unendlich wird. 

Um ein Beispiel einer Greewschen Function zu geben, nehmen wir 
als Randcurve eine Kreisperipherie. Es soll also G(|,, ?/i; |, iy) für ^i = Xy 
rii = y gleich ^log((a?— iy+(y— t/)^) werden. Versuchen wir den Ansatz ' 

G(^-„ ^i-, I, 7?) = ilog((§^~ii)^+(^i-0')+ilogc. 

Es sollen u und ü von ^i und tji unabhängig sein, so dass die rechte Seite 
Jz = genügt. Es muss also sein 

(x-^y+(jy-riy --= c\ix^uy+(y-vy\ 

in der Randcurve. Dies giebt wegen x^+y'^ = R^ (ß hier Halbmesser des 

Kreisest 

li'+i''+T]''-2x§-2ytj = cR'+c(u'-\-v')-2xu-2yv, 

welcher Gleichung genügt wird durch: 



*) „Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung: -^r + ;) 2 = Q"> 
dieses Journal Bd. 59, Art. 1. 
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woraus folgt: 

Am ersten dieser Ansdrticke erkennt man die Stetigkeit von G nach ^i, 17,, 
am zweiten die Symmetrie nach §, r} nnd |,, ?;,. 

6. 

Das Integral über die Kreisfläche. 

Besondere Randcurveii, ftlr welche das allgemeine Problem, die 
Function H in 

(IL) 2nz(ß, T]) = fdszH(x, y; §, rf) 

zu finden, sich lösen lässt, hat bis jetzt hauptsächlich die Lehre vom 
Potential und von der Abbildung ergeben. Unter allen bietet die Dar- 
stellung von ^ für die Kreisfläche den grossen Vortheil, dass das Dirichlet^Ghe 
Princip sich in weitestem Umfang bewahrheitet, und dass man an diesem 
Beispiele mit geringer Mühe feinere Eigenschaften der Integrale von Ju, 
die wahrscheinlich allgemein sind, studiren kann. Diese schon von mehreren 
Autoren, u. A. den Herren Schwarz und Prym und auch von dem Verfasser, 
behandelte Materie soll in dieser Mittheilung wieder aufgenommen werden. 
Der Integration von /iz für die Kreisfläche liegt das particulare 
Integral z=^(x-\-iyy" zu Grunde, welches für iF = rco8Cf, y=:rsin« sofort 
das weitere: 

(u4r^+ ßr-")(Ccosiea+ Dmiua) 

liefert, in welchem man für den gegenwärtigen Zweck a durch --— , C und 
D darch die Coefficienten der Fowrtcrschen Reihe ersetzt, wodurch es wird: 

{Ar^+Br-'-) C d(d ({(■)) cos ^- (0- «). 

Statt der örenzen und 2c kann man — c und -f c nehmen. Die Grösse 
Br~" liefert das Integral über die Kreisringfläche*), die wir hier jücht 
betrachten. 



*) Siehe die in der vor. Anm. cit. Abli. de^ Herrn C Neumann und die des Herrn 
Schwarz, dieses Journal Bd. 74, pag. 247. 
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Wir setzen A = Ä""^ und bilden das Integral 
CS = i/*'rf0/'(0) + '!|"(^)'/''rf0/'(0)cO8^(0-a). 



ü -^ — O 



Für c = 71 bedeckt es die Kreisfläche einfach, für c = 27?, Sn, etc. bedeckt 
es sie zwei-, dreifach u. s. w. mit einem Windnngspunkt der ersten, zweiten 
u. s. w. Ordnung in der Mitte. Am Rande, also für r = ß, erhält ä den 
Werth f(a). Setzt man — c und +c statt und 2c, so kann man auf die 
bekannte Weise zur Fotirierschen Formel tibergehen. Man erhält: 

(I —30 

Man kann diese Formel auch direct aus dem obigen particulären Integral 
etwas allgemeiner erhalten: 

Tia = f^ dyf^^ def{e)\Ar^+Br'^\co9^y(ß-a), 

wie sie für die Ringfläche verwendbar ist. Die vorige Formel giebt, 
^ = f gesetzt : 

nz = Z^" def(&) -^^-^. 

—00 

Es lässt sich leicht verificiren, dass für /c = (r = R) man js = f(ip) erhält 
und zwar für — oo <C « < + oc>. Also ist r = ein Windungspunkt der 
Ordnung oo der Fläche ^ = F(r, a), in welchem z = i (/"(<») +/^C—«>)) ist. 
Man kann auch aus diesem Ausdruck einen Windungspunkt beliebiger 
Ordnung zurückerhalten, indem man f{&) um 2^1, An, etc. periodisch an- 
nimmt, wobei das Integral auf die übliche Weise in das Integral einer 
Summe sich verwandeln würde, die mit der folgenden der Fown'erschen Reihe, 
bevor r = R gesetzt ist, übereinstimmen müsste. Indessen habe ich dies 
nicht näher untersucht. 

Für c = n wird die obige Reihe , wenn man sie zunächst schreibt : 

CÄ =y'rf0/^(0)j|+6~cos^(0-a)+f'^cos^(0-a)+-j 

II 

in 

•*" ^. l-f' 



2ni =f"d0f{0)-j^, 



2«co8(©-a)-fe» 

übergehen. 
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Ich werde fortan schreiben 

1— «• 

tnc/em </m Argument c «tefo <C 1 angenommen wird. Dann ist H(e, tp) stets 
endlich und positiv ^ und es ist: 

f^'^dOH^B, 0~a) = 277. 







Hinaichtlich des Kreisflächenintegrals 

'2/1 



2;iÄ = f^d0f(e)H(B, 0-«) 







ist noch zu bemerken, dass fUr 6 = 0, d. i. im Mittelpunkt des Kreises 

1 /»In 



2n. 



ist. Ausserhalb des Kreises ist - <; 1, und setzt man c = — , so wird 



*1n 



/2n 
def(0)H(fi, 0-a), < (» < 1. 



(1 



Für r = 3c, d. i. p = 0, ist also : 



und für r = R, e = p = l kommt es auf die Reihenfolge an, in welcher man 
6 = 1 setzt und das Integral bildet , um den Werth von ss auf dem Rande 
zu erhalten *). 

7. 

Abgekürzte Verification des Integrals über die Kreisfläche. 

Bekanntlich hat man auf die Verification von 

'2n 
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und zwar mit Recht einiges Gewicht gelegt, denn eine vollständige Verifi- 
cation liefert, wie ein guter Beweis, die Gtlltigkeitsgrenzen der Formel. 



*) Leipz. Ann. Bd. 7, pag. 257, Anm. 
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5y' 



Nun habe ich diese Verification zwar schon vollständig durchgeführt*), 
dergestalt, dass eine Erweiterung der Gültigkeit der Formel nicht denkbar 
ist, indem sich zeigte, dass f(0) nur integrirbar zu sein braucht. Indessen 
finde ich, dass man zu diesem Ergebniss viel kürzer gelangen kann auf 
folgendem Wege: 

Wir benutzen die zwei im vorigen Artikel von Ä(f, 0—a) hervor- 
gehobenen Eigenschaften, dass diese Grösse für f < 1 stets positiv ist 
und dass: 

f'^d0H(f, e-a) = 271. 

Jedenfalls ist der Limes (f = 1) dieses Integrals ebenfalls 2n. Zerlegt 
man es in: 

+ / +/ = 2.7, 

SO ist der Limes (« = 1) der beiden äusseren Integrale links Null, also ist 
der des mittleren allein 2n. 

Zerlegt man dieses in die Integrale 

I +/ ' 

SO hat jedes für sich den Limes («=!) = n^ weil sie, wenn im zweiten Jj 
statt Si geschrieben wird, ganz gleich sind, und der Limes (b = 1) von 

Null ist. 

Da nun Ä(f, 0— of) durchweg positiv ist, können wir setzen: 

d0f(0)Hie, e-a) = / +/ +^(«0/ +/'(«.)/ • 

Der Limes der beiden ersten Integrale rechts ist Null, der der beiden folgenden 
giebt zusammen ti |/'(limai)+/*(lim«2)!, wo 

a— (T, < lim«i ^ a— 0, 

a + < lim «2 < a -f ^2. 



*) Bulletin des Sciences Mathematiques von Darboux, Bd. III (serie 2), p. 343: „Deter- 
mination de la valeur-limite d'une integrale" etc. 
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Lässt man nun ^i und ^2 gegen Null abnehmen, so kommt 

heraus, und die Function ^(0) braucht nur integrirbar zu sein. 

Ist a bei der Bewegung von s gegen die Eins ebenfalls beweglich, 
so wird man, wie dies im DarbouxBchen Bulletin, in dem Eingangs dieses 
Artikels citirten Aufsatz, Art. V, näher ausgeführt ist, meinen Satz über die 
gemischten Grenzwerthe zu benutzen haben. 



8. 

dz 
lieber das Unendlichwerden des Differentialquotienten -t^tt am Rande, 

Dass der Diiferentialquotient -^- = -^ = -^ -^— von 

•2;i 



271 a = fd0f(0)H(e, 0-a) 







am Rande in Unstetigkeitsstellen von /(O) unendlich wird, leuchtet ein. 
Herr Prym hat aber an einem Beispiel gezeigt *), dass er auch bei stetigen 
Functionen in einzelnen Punkten unendlich werden kann, und zwar so, 
dass das Flächenintegral seines Quadrats unendlich wird. Endlich führt Herr 
Schwarz eine Bemerkung des Herrn Weierstrass an**), nach welcher aus 
der blossen Stetigkeit der Function z auf dem Rande auf die Existenz des 

Differentialquotienten -^ am Rande nicht geschlossen werden kann. Unter 

solchen Umständen schien es mir von Nutzen, diese Frage bei dem Kreis- 
integral eingehend zu untersuchen. Man wird dabei auf sehr einfache und 
übersichtliche Ergebnisse geführt. 

Durch Differentiation nach t von 



/2;i 
d0f(0) 3— 

I) 



2«cos(0— a)+«' 



findet man: 



^-^= rd0f(0) a+^')co<Q-a)-z g^. 



(1— 2«co8(©— a) + *7 

Nun schneiden wir aus dem Integral das Sttlck von a—S^ bis «+(^2 aus, 



*) Dieses Journal Bd. 73, pag. 361. 
**) Dieses Journal Bd. 74, pag. 219. 
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indem wir Jj und J2 kleiner als a annehmen: 

"^=y +y +/ • 

Die zwei letzten Integrale rechts geben für e = 1 : 

V cos(@-a)— 1 "^'V cosC©-«)-! ' 

U ö + öa 

Da zwischen den Grenzen keines dieser Integrale = a wird, sind beide 
endlich. 

Nun betrachten wir den Ausschnitt: 



J y "'^''^^^(l-2fcos(0-a)+<')' 

a — Ol 



Es wird für O-a^O^ 



1 = / dOJ(0^+a)^- — ^^^^^^ — ^ V ,.o ' 
^ J^ ^'^ ^' ^ (1— 2fcos0,+«')' 

— öl 



Setzen wir d^ = d^ = (T^ so lässt sich dies Integral so zusammenfassen: 

Im Quotienten unter diesem Integral führen wir den halben Winkel ein, 
indem wir t^tg-^ und y= ^'T setzen. Dies giebt zunächst: 

jfi, (<'+l)co8Q-2f _ 2dl y' 

ci-2«cos©+o' (1-*)' fi , jiy ' 

sodann , wenn noch tg -^ — a gesetzt wird : 



WO unter dem Integral für 2arctg/ stehen gelassen ist. 

Der Ausdruck rechts, in welchem nun das Nullwerden von y an die 
Stelle des Einswerdens von e tritt, ist zu discutiren, um festzustellen, wie 
in der Umgebung des Arguments a die Function f beschaffen sein muss, 
damit der Limes j nach y = endlich oder unendlich sei. 

Diese Aufgabe erscheint auf den ersten Blick äusserst schwierig. 
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Doch sie wird wesentlich erleichtert durch den Kunstgriff, den Ausdruck 
f(a+&)+f(a—&) zu einer zweiten Differenz zu ergänzen. 
Aus 

folgt 

u 

Somit wird, da der von bis a— cTi und von a+Jj bis 2n (also mit Aus- 
schluss des Punktes a) genommene Theil dieses Integrals jedenfalls end- 
lich bleibt, wenn e = 1 wird, auch der a enthaltende Theil 

Jo=J 

a—Si 

endlich bleiben. Darin setzen wir Ji = (Tj = J, und er geht durch die obige 
Transformation über in: 



Ki+.)Vo=/''(^rf/. 



Und wenn man dies mit 2f(a) multiplicirt und vom Ausdruck für |^(1+0V 
abzieht, so folgt: 

j = i(i+o*a-/./'(«)) =/" i/'(«+0)+/'(«-0)-2/'(«)i ^^dt. 

Und dieser Ausdruck lässt sich behandeln. Wir setzen: 

/'(«+0)+/'(«-0)-2/'(«) = K0)n«, 0), 

unter i(0) den „Stetigkeitsgrad zweiter Ordnung" *) von f(0) verstanden^ 
der monoton mit Null wird, während ^^(cf, &) dabei von oo verschieden 
bleibt und nicht dauernd Null wird. Wir wollen aber von ^(a, &) noch 
voraussetzen, dass es bei Abnahme von überhaupt einmal aufhört Null zu 
uferden. Unser Integral J lautet so: 

J =/"K2arctg/)¥^(«, 2arctg0 J»'^/»y dt. 



*) Der Begriff Stetigkeitsgrad ist von mir ausser in früheren Schriften und Auf- 
sätzen des Genaueren erörtert in meinem Aufsatz: „Ueber den Convergenzgrad der variablen 
Reihen und den Stetigkeitsgrad der Functionen zweier Argumente", dieses Journal Bd. 100, 
Art. IL Es handelt sich dort allerdings nur um den Stetigkeitsgrad I. Ordn. (für eine 
Differenz J. Ordn.), allein das Gesagte ist leicht auf den Stetigkeitsgrad 11. Ordn. aus- 
zudehnen. 

28* 
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Wir zerlegen es in die beiden Theile: 



i) xr . , ^y 



und nehmen vor jeden von ihnen einen mittleren Werth von V. Unter 
Fortlassung dieser einflusslosen mittleren Werthe bleiben zu discutiren die 
Integrale : 

f/^K^^rctgt) j^r^ und -^ ^KSarctgO -jjr^ 

oder, da arctg^ mit / gleich stark unendlich wird, und wenigstens innerhalb 
der hier zu berücksichtigenden Grenzen daher Gleiches von A(2arctg<) und 
X(f) gilt, so handelt es sich schliesslich um die Integrale: 






N' • ^ „ 



Um nun zu sehen, wie diese Integrale bei verschwindendem y sich ver- 

halten, setzen wir probeweise l{f) = t Dann wird das erste -|- , , , giebt 

also ^ für ;^ = 0. Also wird sein Limes überhaupt endlich bleiben, wenn 
X wie t oder rascher als t Null wird. Das zweite dagegen wird für A(/) = < 
und ;^ = unendlich, sodass es auf dieses allein ankommt. 

Damit es nicht unendlich werde, muss >L(/) rascher Null werden als 
/t(/), unter t(/) die von mir als Grenze von Convergenz und Divergenz 
definirte Function *) verstanden, die für diesen Fall dadurch bestimmt ist, dass 







convergirt, wenn r^{t) rascher als t(J) Null wird. Es reicht aber völlig 
aus, die Bedingung für die Endlichkeit von J und j so zu fassen, dass 







ein convergeutes Integral sein müsse. 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Der Limes (s = 1) des DifferenlialquoHenten -^ von 



*) „Ueber die Paradoxen des Infinitärcalcüls". Leipz. Ann. XI. Bd., pag. 158. 
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!>/ für einen Werth von a endlich oder unendlich^ je nachdem das Integral 



convergent oder divergent ist, wenn 

/^(«+0+/'(«-0-2/'(«) = K0^(«. 

gesetzt, l(f) mit t monoton verschwindet und von V^(ct, t) angenommen wird, 
dass diese Grösse bei Abnahme von t unter einer endlichen Schranke bleibt 
und einmal aufkört Null zu werden. 

Die Stärken des Unendlichwerdens von -t^— und von 

de 



i) 
1-« 



r^» X(tydt 



wenn y = yj — der Null sich nähert, sind gleich. 

Man kann dieses Unendlich unter verschiedenen Annahmen über l 
mit Hülfe des Infinitärcalcills ausdrucken, um z. B. festzustellen, wie das 

Quadrat von -g— sich verhält; doch werde ich hier den Gegenstand nicht 

weiter verfolgen. 

Setzen wir, um zu gewöhnlichen Verhältnissen am Rande überzugehen: 

fia+0) = /•(a)+0/"(a+O)+-|^r(«+O)+..., 

f(a-^0) = /^(a)-0/"(«-O)+-|^r(«-O)-... 

und 

/'(«+0)+/'(«-0)-2/'(«) = 0|/-(a+O)-r(«-O)| + 0^!F,, 

so ist erstens, im Falle f'(ct+0) und /^(« — 0) ungleich sind, k(0) = 0; weiter 
kann >L(0) von & verschieden sein, wenn /"(«) unendlich ist. Sonst ist 
i(0) = 02 ^jjj ^j^g Integral 

r^j.(0)dQ 







©• 



convergent. Also bietet sich für die Art, wie die Fläche z für r = Ä in 
die Randcurve z = /'(0) übergeht, folgende Uebersicht: 
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dz 

So lange die Tangente f{0) endlich und eindeutig ist, ist -^ endlich. 
An Stellen, wo f'(0) unendlich wird, kann es auch -k- werden, und an 

Stellen, wo f\Cf) zwei verschiedene Werthe erhält, ist -3— immer unendlich. 
Wenn also durchweg kein Differentialquotient vorhanden ist, oder er doch in 

jedem kleinsten Intervall irgendwo fehlt, wird -^— durchweg oder doch in jedem 

kleinsten Intervall irgendwo unendlich werden. 

Hiermit ist bis auf Untergeordnetes das Problem über den Diffe- 
rentialquotienten von a nach der Normale am Rande gelöst unter der 

über W in 

f(a + 0)+f(a^0)-2f(a) = l(0).V(a,e) 

gemachten Voraussetzung, dass V bei Abnahme von endliche Schranken 
einhält und einmal aufhört Null zu werden. Lässt man diese Annahme 
fallen, so kann der Differentialquotient ins Unbegrenzte schwanken zwischen 
endlichen oder unendlichen Unbestimmtheitsgrenzen. Wegen der unbekann- 
ten Mittelwerthe von W, die wir oben vor die Integrale nahmen, ist sogar 
nicht ausgeschlossen, dass er auch endlich bleibe, wo er unendlich werden 
sollte. An dieser Stelle föngt das Problem überhaupt an ungemein ver- 
wickelt zu werden, und seine Lösung möchte wohl nur unter weiteren be- 
sonderen Annahmen gelingen, die aber, ohne Beziehung zu Anwendungen, 
vielleicht des Interesses entbehren würden. Es ist ein ganz ähnliches Ver- 
halten, wie bei dem Restproblem der Foiirterschen Reihe, wo man auch 
die Lösung ohne Mühe findet, so lange man gewisse Annahmen über die 
dort auftretende Function ^ macht, welche in den Sietigkeitsgrad erster 
Ordnung multiplicirt ist, und wo ebenfalls die Verwickelung beginnt, wenn 
diese Annahmen fallen gelassen werden *). 

Es unterliegt kaum einem Zweifel, dass die vorstehenden Resultate 

über den Grenzwerth -^ beim Kreise auch für -^ bei beliebiger Rand- 

curve gelten, wo sie allerdings noch für den Fall von solchen Punkten zu 
vervollständigen wären, in denen sie einen Knick hat. Denkt man sich 
z. B. einen Kreis, der sonst ganz im Innern der Randcurve verläuft, sie 
aber in einem Punkt a berührt, d. i. dort mit ihr ein Element ds gemein 



*) Dieses Journal, Bd. 100, pag. 346 sqq. 



P. du Bois-'Reymond, Bemerkungen über Jz == ^ ^ -{- =0. 223 

hat, und auf dem Kreis als Ordinaten einer Randfunction constrnirt die Ordi- 
naten der Fläche z, welche zu den Punkten seiner Peripherie gehören; 
dann wird nach dem Dirichlet^chen Princip diese Randfunction im Innern 
des Kreises die nämliche Function z bestimmen, welche dort schon von der 
Randfunction auf der Randcurve bestimmt ist. Im Berührungspunkte wird 
aber die zum Kreis gehörige Randfunction mit der ursprünglichen Rand- 
function die Tangente gemein haben, da eine Berührung erster Ordnung 
stattfindet; es werden also im Berührungspunkte mit den Differentialquotienten 

-^ die Differentialquotienten ^^ endlich und unendlich sein. Diese Be- 
trachtung ist zwar nur ein Apergu, welches genauerer Durchführung bedarf, 
aber es verleiht meiner Ansicht von der Allgemeingültigkeit des für den 
Kreis gefundenen Resultats doch entschieden Wahrscheinlichkeit. 

Angenommen nun, die Gültigkeit der obigen Ergebnisse erstrecke 
sich in der That auf Randcurven im Allgemeinen, so würde sie wohl ohne 
Einfluss sein auf die Darstellungen von z innerhalb verschiedenartiger Be- 
grenzungen, wie sie u. A. von den Herren C. Neuniann, Weierstretss, Schwarz y 
Christoffel gegeben sind, und durch welche gerade der Glaube an die Rich- 
tigkeit des DfWcA/e/schen Princips befestigt wird. Denn in der Form 



271 a(^, T}) --= fd8f(8)H(x, y; §, n), 



in welcher die bisherigen Lösungen der Gleichung ^/a = enthalten sind, 

ist der Differentialquotient -^ beseitigt. Dagegen wird die Gültigkeit der 
Formel 

2nz =./(^^^R-lf)ds 

durch das Obige wesentlich beschränkt. Und da scheint es mir gerade be- 
sonders nützlich, dass aus den vorstehenden Betrachtungen mit grosser Wahr- 
scheinlichkeit auf die Natur dieser Beschränkungen geschlossen werden kann. 



9. 

Die verschiedenartigen Randbedingungen für den Kreis. 

Zum Schlüsse dieser Bemerkungen wollen wir noch das Kreisflächen- 
integral für andere Bedingungen auf dem Rande als die dort gegebene 
Function z aufstellen und daran einige allgemeinere Bemerkungen knüpfen. 
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dy' 



Aos den Anwendungen folgt, dass das Integral unter Umständen auch be- 
stimmt erscheint durch den Differentialquotienten -^ auf dem Rande und 

durch eine lineare Function von z und -^tj. Herr H. Weber hat in einer 

scharfsinnigen und lehrreichen Abhandlung*) diese Verhältnisse als Variations- 
problem aufgefasst und hat es fUr die allgemeinere Differentialgleichung 
Jz+x'^z = durchgeführt. 

Ich will hier einen anderen Weg einschlagen, der in einer Fort- 
setzung der bisherigen Betrachtungsweise besteht, und auch Verallgemeine- 
rungen, sowohl hinsichtlich der Differentialgleichung als der Randcurve, 
gestattet. Geht man wieder aus von der particulären Lösung: 

so erhält man zunächst, wenn man für * = 1 a = f(0) setzt, durch die ge- 
wöhnliche EulerBche Coefficientenbestimmung, das alte Kreisflächenintegral: 

/27r ( i>=« \ /•27I 

dOfie) \^+ ^ ^cospie-a)] = y d0f(&)H(e, 0-a). 

Bildet man aber aus jener particulären Lösung: 

-Qf = -^ 2: /i€^ "' l^p cos/1 0+ßp sin/101 

und nimmt -^ als auf dem Rande gegeben und =/i(0) an, so liefert die 

£fi/ersche Coefficientenbestimmung zwar die richtigen Werthe ftlr A^ und B^, 
allein das Absolutglied fehlt Indessen sieht man sogleich, von welchem 
Ansatz man ausgehen muss. Setzt man nämlich: 

P=i P 

SO ist die rechte Seite eine Lösung von Jz = 0. Bildet man nun den 
Differentialquotienten nach r dieser Gleichung und schreibt ihn: 

^1^ =/'''rf0|A(0) + C| |i+'i%'^--^cos/i(©-«)|--i/''rf©|A(©)+CI, 



/2n ^ p=« xp 

d0{f,{&)-\-C) £ —co&p(ß-a\ 

P r 



*) „üeber die Integration der partiellen Differentialgleichung: ^ » + ^ , +ifc*ti=0", 
Leipz. Ann. Bd. 1, pag. 1. 
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80 folgt für f = 1 : 



^-^'- = n\r.(a) + C\~^f"de\r,(&)+C\. 





Zunächst fällt C heraus, und man behält: 

dz . , ^ , r^^ 



^If = ^A(«)-t/ rf0A(0). 

(I 



Nun soll an der Grenze -^ =/"(«) gegeben sein, es mUsste also /i(«) so 

dz 

bestimmt werden, dass ^- =/'(a) wird. Zum Zwecke dieser Bestimmung 
hat man die Gleichung 

Aus ihr folgt, dass /i(a) von f(a) um eine Constante verschieden ist. Setzt 
man aber A(«) = /"(«)+* in diese Gleichung ein, so fällt k heraus und ist 
unbestimmbar, ausser wenn 

/27t 
d&f,(ß) = 0. 

Dann aber ist fi(a) = f(a). 

Somit hat man die Lösung zweiter Art, wenn ^ = f(a) so auf dem 

Rande gegeben ist, dass y /*(®)d® = 0: 





'2.T 






(I 



ffi(f, ©—«) = j; — C08p(® — a). 



Man kann ihr indessen auch die Form geben 

nz = Rf'"d@\(p(&)+C\H,(e,@-a), 





wo 



v>(&) = m- 4^/" md& 



2n 



/*2n 

sei. Hierin ist f(&) unbeschränkt, da ja von selbst / (p(&)d& verschwindet 

<\ 
Bei dieser Lösungsform nimmt ^ auf dem Rande den Werth (p(&) an. 

Journal för Mathematik Bd. CHI. Heft 3. 29 



226 /*• du Bois-Reymond, Bemerkungen über Ja^-^-f-A — ^r-^=zO. 

dx öy 

Ganz ähnlich hat man zu verfahren, wenn man will, dass az-\-b 



dr 

auf dem Rande in eine gegebene Function f(a) übergehe. Es muss wieder 
sein y'''rf0/'(0) = 0, und man erhält*): 





i) 

»27f 



= f " de\f(e)+c\H,{B, 0-a)- 







es fällt wieder C heraus, wenn man a»+6^— am Rande bildet. 
Die endlichen Werthe von H^ und Äj erhält man aus: 

Die Integration hat von c = an zu erfolgen und giebt: 
H^(e, e-a) = -4^1og(l-2cco8(0-a)+cO, 

a 

H^{e,e-a) = - ^y''rfM«^-^log(l-2ttCO8(0-a)+tt*). 

Denkt man sich die drei Integrale in Reihenform, so giebt das erste, 
bei dem z an der Peripherie vorgeschrieben ist, nach a von bis 2n 
integrirt : 

27ip''z(r, a)da = p'' f{&)de. 







Die beiden anderen, bei denen -^, resp. az+b-^ gegeben sind, ergeben: 



/2.f 
a(r, a)da = 



für jedes r. 

Endlich ist zu bemerken, dass für eine beliebige Randcurve und eine 
beliebige Randbestimmung, das über einen beliebigen im Innern der Rand- 



*) Wenn um abzukürzen Ä = 1 gesetzt wird, sonst müsste -^ statt fr stehen. 
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curve gelegenen, geschlossenen Weg erstreckte Integral: 

ist. 

Hiermit sind die drei Integrale mit den drei Grenzbedingungen für 
die Kreisfläche dargestellt. Man kann die beiden zweiten gegenüber dem 

ersten so charakterisiren , dass im Falle aa+6^— , wo a = sein kann, 

auf dem Rande durch eine gegebene Function dargestellt werden soll, dies 
auf dem eingeschlagenen Wege nur so möglich ist, dass die Function noch 
durch eine gewisse von ihr abhängige Constante vermehrt wird. Ginge 
man weiter, und wollte ein Aggregat der Form 

> dz d'*z 



auf dem Rande darstellen durch eine gegebene Function, so käme dabei 
heraus, dass diese gegebene Function durch periodische Functionen vermehrt 
werden muss, deren Coefficienten von ihr abhängen. 

Es lassen sich die vorstehenden Betrachtungen ausdehnen auf solche 
Randcurven, deren Inneres conform auf den Kreis abgebildet werden kann, 
so zwar, dass die Conformität auch um den Mittelpunkt stattfindet. 

Eine viel schwierigere Aufgabe ist die Darstellung von », wenn an 
verschiedenen Randstrecken verschiedene Bedingungen vorgeschrieben sind, 
wenn z. B. im einfachsten Falle von a = bis « = c, ä = /I)(«), von a=^c 

bis « = 27r, ^ = /i (of) sein soll. 

Setzt man versuchsweise: 

« 

2ni = rd0(p(0)H„(f, e-a)-\-Rß''d0\p{0)H,{(, 0-«), 

WO (p und xp geeignet zu bestimmende Functionen, so soll also für €= 1 
im Intervall (0 < «d <C c) a = ^(«^) und im Intervall (c <; «i <C 27i) 

dz 

—-z=if^(a^) werden. Dies liefert die Gleichungen ftlr y und xp: 

= 27i(9)(a.,)-/;,(«..))— f-y rf0V'(0)log2(l-co8(0-a.,)), 
= 2n(rp^a,)-f,ia,))-l-^fd0<pi0) ^ ^_J^^_,^^ ■ 

29* 
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In beiden Gleichungen kann, ohne dass die Integrale sinnlos werden, a 
zwischen c und 27i sich bewegen, zwischen und c nur in der oberen. 

Ich schrieb diese Gleichungen nicht hin, als ob sie etwa das Pro- 
blem lösten oder doch der Lösung näher führten, sie sollten nur ein Bei- 
spiel unter zahllosen sein, dafür, dass man bei Randproblemen der linearen 
partiellen Differentialgleichungen beständig vor dieselbe Gattung von Auf- 
gaben gestellt wird, welche jedoch, wie es scheint, für die heutige Analysis 
im Allgemeinen unüberwindliche Schwierigkeiten darbieten. Ich meine die 
zweckmässig Integralgleichungen zu nennenden Aufgaben, welche darin be- 
stehen, dass die zu bestimmende Function, ausser ihrem sonstigen Vorkommen, 
in ihnen unter bestimmten Integralen enthalten ist, welche ausser den Inte- 
grationsvariabeln noch andere enthalten, die eigentlichen Argumente der 
Gleichungen, wie vorstehend a„ und «i. Eine einfache Form dieser Integral- 
gleichungen, die viele besonderen Fälle umfasst, ist: 






i) 



zur Bestimmung von f(x). (p^ if, x sind als bekannt zu denken. Aber es 
können wie im obigen Beispiele auch simultane Integralgleichungen für 

unsere Function vorgelegt sein. Eine einfache Integralgleichung für ^-^ 

erhält man z. B., wenn man in 

dR ^ di\ 



2nz ^Jds(z-^^^R^) 



mit z an die Überfläche geht. Dann kommt die Unbekannte ^^ ausser- 
halb des Integrals gar nicht vor. Hier ist allerdings noch auf das Unend- 

8R 

lichwerden der R und -ft^ in dem Punkt der Randcurve zu achten, in wel- 

chen z eintritt. Doch werde ich noch viele solche Integralgleichungen, 
namentlich bei anderen partiellen Differentialgleichungen, aufzustellen Ge- 
legenheit finden. Auf diese Aufgaben wurde ich zuerst durch meinen Freund 
Adolph Fick, den Würzburger Physiologen, aufmerksam gemacht, der, als 
wir vor mehr als 35 Jahren in Zürich zusammen arbeiteten, die Bemerkung 
machte, dass die Bestimmung von Dichtigkeiten, die von inneren Kräften 
der Substanz abhängen, vielfach darauf führt. Die Integralgleichungen 
sind mir seitdem in der Theone der partiellen Differentialgleichungen so 
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oft vorgekommen, dass ich überzeugt bin, die Fortschritte dieser Theorie 
seien an die der Behandlung der Integralgleichungen gebunden, über die 
aber so gut wie nichts bekannt ist. Weder die Frage, wie weit das Pro- 
blem ein bestimmtes sei, noch seine Klassification, da es doch an das Pro- 
blem der Differenzengleichungen sich anzuschliessen scheint, sind, so viel 
ich weiss, bis jetzt erörtert worden. 

Es beeinträchtigt die Allgemeinheit dieser Gattung von Aufgaben 
übrigens durchaus nicht, wenn, wie mich dünkt, das obige Problem der 
streckenweise verschiedenartigen Grenzbedingungen noch von einer ganz 
anderen Seite her in Angriff genommen werden kann, worauf ich bei einer 
anderen Gelegenheit zurückkommen werde. 

Die obigen drei Arten von Grenzbedingungen lassen sich auf be- 
liebige Randcurven ausdehnen, und liefern dann elegante Formeln. Allein 
die merkwürdigen, bei dem Kreis hervortretenden Beschränkungen sind im 
allgemeinen Falle nicht so deutlich festzustellen, obwohl unzweifelhaft vor- 
handen. Aus diesem Grunde werde ich es mir gegenwärtig versagen, die 
allgemeinen Sätze abzuleiten. 

Berlin, im October 1887. 



Druckfehler. 
S. 214, Zeile 15 lese man z = f(a) statt z = f((p). 
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lieber die Darstellung der Zahlen eines Gattungs- 
bereiches für einen beliebigen Primdivisor. 

(Von Herrn K, HenseL) 



in einer früheren Arbeit (dieses Jounial Bd. 101) habe ich die ganzen 
algebraischen Zahlen eines beliebigen Gattungsbereiches (G) für irgend 
einen Primdivisor (P) einer reellen Primzahl p untersacht und dargelegt, 
dass dieselben sämmtlich ganzzahligen Congruenzen eines ganz bestimmten 
Grades x genügen, welche, modulo P oder, was dasselbe ist, modulo p 
betrachtet, entweder selbst irreductibel oder Potenzen von irreductibeln ganz- 
zahligen Functionen sind. 

Ist nämlich w irgend eine Zahl dieses Bereiches und F(fo) die ganz- 
zahlige Function des ;ften Grades, deren Congruenzwurzel sie modulo P 
ist, so sind die x Zahlen: 



(1.) Wj w^^ w^\ ... w 



p 



JC-l 



die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz: 

(2.) F(fa) = (mod. P), 

und die Function F(w) ist dann, modulo p betrachtet, irreductibel, wenn die 
X conjugirten Zahlen (1.) modulo P sämmtlich incongruent sind. 

Es giebt stets eine ganz bestimmte Anzahl von Zahlen, für welche 
diese Voraussetzung erftült ist. Ist x eine derselben und 

(3.) f(x) = x'+A^x'-'+A^x'^'+'-'+A, 

die ganzzahlige Function, deren Congruenzwurzel modulo P sie ist, so lässt 
sich jede Zahl des Bereiches (G) modulo P auf eine und nur auf eine Weise 
als ganze ganzzahlige Function des (;f-~l)ten Grades von x darstellen. 
Die Untersuchung der Zahlen des Bereiches (6) reducirt sich somit auf 
die Betrachtung aller ganzen ganzzahligen Functionen von x fUr das irre- 
ductible Modulsystem {p,f(xj). 
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Wie a. a. O. gezeigt worden ist, bilden x Functionen iti, iTa, ... w^ 
von X dann und nur dann ebenso wie die Functionen 1, x^ x'^, ... x*~^ fUr 
das Modulsystem (p, f(xj) ein Fundamentalsystem, wenn die aus ihnen und 
ihren conjugirten Functionen gebildete Determinante: 

I p/*| /a = l, ?, ...X \ 

\^a \ \/9 = (», 1, ... x-1/ 

das Modulsystem (p, fix)) nicht enthält. 

Es liegt nun sehr nahe zu fragen, ob nicht stets x conjugirte 
Functionen 

existiren, welche in dem vorher angegebenen Sinne für den Gattungsbereich 
(G) und den Modul P ein Fundamentalsystem bilden. Nach den obigen 
Auseinandersetzungen ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür 
die, dass die Determinante ;fter Ordnung: 

(4.) Di^i) = |ir''^'*"*'{ (^, o=o, 1, ...x-i) 

das Primmodulsystem (p, f(x)) nicht enthält, dass also der Divisor: 

(4-.) dir"*-^"!, p,r(,x)) 

äquivalent Eins ist. Eine jede Zahl w, welche dieser Bedingung genügt, 
soll eine Fundamentalzahl für die Gattung (6) und den Divisor P genannt 
werden. Ist erst nachgewiesen, dass für jedes Divisorensystem {p^ f(x)) 
eine Fnndamentalzahl w existirt, so ist es leicht, einen Ausdruck für die 
Gesammtanzahl A^ derselben zu finden. Da nämlich unter dieser Voraus- 
setzung für eine jede Function Wi von x eine ganzzahlige Congruenz 



,x-l "Z} «a 



Wi^UtiW+UiW^-\ hWx-it/?^ = £ u^v)^"^ (modA. (py f(x))) 

besteht, so erhält man, indem man die obige Congruenz wiederholt zur 
pten Potenz erhebt, für die zu tci conjugirten Functionen die folgenden 
Darstellungen : 

3 *""^ a + fJ ""^ a 

(5.) trf ^ £ u^w^ ^ 2 u^-3^0^ (^ = «>, i, ... x-d, 

WO hier sowohl als im Folgenden die Indices und Exponenten modulo x auf den 
kleinsten positiven Rest reducirt anzunehmen sind ; und hieraus folgt endlich, 

dass die x Zahlen tri, t^^ ••• ^i"^^ dann und nur dann ein Fundamental- 
system bilden, wenn die Substitutionsdeterminante der Congruenzen (5.) 
durch die Primzahl p nicht theilbar ist Die gesuchte Anzahl A^ ist also 
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entweder gleich Null, oder gleich der Anzahl der ganzzahligen Werth- 
systeme der Unbestimmten t/,,, ... «i^_i, welche der Bedingung 

(6.) l^^a + jl^O (mod. p) (a,i! = ü, 1, ... ir-l) 

oder, was dasselbe ist, der Bedingung 

(6^) (\u.^,l p) csj 1 

genügen. Im Folgenden soll einmal gezeigt werden, dass die erste An- 
nahme niemals eintritt, und ferner soll die Zahl A^, welche dann. nur von der 
Primzahl p und dem Grade von f{x) abhängt, wirklich berechnet werden. 
Der Satz, dass für eine jede Gattung und einen jeden Primdivisor mindestens 
eine Fundamentalzahl existirt, lässt sich leicht auf einen specieller gefassten 
von Eisenstein zurückführen, welchen derselbe im 39. Bande dieses Journals 
S. 182 ausgesprochen, meines Wissens aber nirgends bewiesen hat. Auf 
die Bestimmung der Anzahl A^ der Fundamentalzahlen wird in der ange- 
führten Notiz ebenfalls nicht eingegangen. 

Die Bedingung (4''.) dafür, dass eine Function w eine Fundamental- 
zahl für die Gattung G und den Divisor P ist, lässt sich noch umformen: 
Man kann nämlich zeigen, dass sie dann und nur dann erfüllt ist, wenn 
das Modulsystem: 

(7.) {w^-aw^^ \-a*''^w^'"'\ p, f{x), a«~l) 

äquivalent Eins, also kein eigentliches Modulsystem ist. 

Ist dies nämlich der Fall, so erhält man, wenn man a^ für a setzt 
und beachtet, dass «'^*— 1 durch «*— 1 für ein ganzzahliges S theilbar ist: 

(tr + a^ir^H h«^^'~'^«r'''"'\ p, f(x), a^'-l) CO 1 (-^^i.... »>, 

und hieraus ergiebt sich weiter: 

(^(«r+«^fr^+-+a''^«-'>frP'"'), p, f(x), «"-1)00 1. 

Diese Aequivalenz besteht a fortiori, wenn man an Stelle von «*— 1 
denjenigen irreductibeln Divisor F^(«) dieser Function setzt, welcher in 
keinem ihrer Theiler zugleich enthalten ist. Beachtet man aber dann, 
dass bekanntlich: 

h (fr+a''fr''+...+a^^'-'>frO e.- D(w) (mod. h\{a)) 

ist, so ergiebt sich: 

(D(ir), p, f{x), F^a)) c\j 1, 
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und da die drei ersten Elemente « garnicht enthalten, so bleibt diese 
Aequi Valenz bestehen, wenn man F^(a) fortlässt. 

Da die Determinante D(w) den Divisor (7.) enthält, wie man durch eine 
einfache Umformung derselben ohne Schwierigkeit erkennt, so ergiebt sich, 
dass die obige Bedingung auch nothwendig ist. 

Es möge nun die Primzahl p zuerst nicht in x enthalten sein. Die 
Zerlegung von «'— 1 in irreductible Factoren ergebe dann: 

««-1 = i7F,(«), 

WO sich die Multiplication Über alle Theiler d von x erstreckt und all- 
gemein F^(a) vom Grade y(rf) ist. Da unter der soeben gemachten Vor- 
aussetzung die Functionen Fa(a) einander, auch modalo p betrachtet, theiler- 
fremd sind, so ergiebt sich aus (7.) die Bedingung: 

WO zur Abkürzung 

gesetzt ist. 

Es sei nun endlich Va der Exponent, zu dem p für den Divisor d 
von X gehört. Alsdann zerfallt die irreductible Function Fd(«), modalo *p 

betrachtet, noch in ^^ ^ irreductible ganzzahlige theilerfremde Factoren, 
welche beziehlich durch: 

(8.) i?.,(«) (* = '-^--^) 

bezeichnet werden mögen. Die obige Bedingung . verwandelt sich dann in: 

(9.) J7(v^(«), p, Kx), F,(«)) c\j n n (v^(«), p, f(x), ^,.(«)) ex; i. 

d\tt d\M Q=l 

Beachtet man endlich, dass die Modulsysteme (/?, /"(x), g^oi^)) prim sind, 
so sind die letzten Bedingungen äquivalent mit den folgenden: 

(9^) V(«) = tr + afr^+- + «-'tr'^'~'^0 (rnodd.Q», f(x), g^^^a))). 
Da die Congruenz: 

rp(a) = a'"''w''"-'+a''-'w^'-"+'-+w = (modd. (p, f(x), flr,,(«))) 

in w nur vom p*"Hen Grade ist, so ist es für einen jeden Modul stets mög- 
lich, unter den p" incongruenten Functionen fr von x mindestens eine w^^ 
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80 ZU finden, dass die Resolvente 

(10.) r,^(a) = £/^S' 

den Primmodul (p^ f(x)^ fl'rfuC«)) nicht enthält. 

Dann ergiebt sich aus der Gestalt jener Resolvente unmittelbar die 
Congruenz: 

(10«.) a^(ifj,^(a)y- ip,^(a^) = (modd. (p, r{x), g,,(a))\ 
Man denke sich nun für jeden Primdivisor (p, f(x)^ 9do(^y) eine der 
vorhin gestellten Anforderung genügende Function w^^ bestimmt und bilde 
diejenige Function von x und a: 

(11.) x(a:, ö)EEfri+fr2«H h«?.«*"' (modd. (p, f(x), «*~1)), 

welche durch die Congruenzen: 

(12.) xi^3 «) = V'./,(«) (modd. (p, f(x), fl',,o(«))) 
eindeutig bestimmt ist, so werden die mit tri, ••• ^t^^ bezeichneten Coef- 
ficienten in (11.) ebenso vielen, modulis (p, K^)) conjugirten Functionen 
congruent sein, welche für diesen Divisor ein Fundamentalsystem bilden. 
In der That genügt nämlich /(o;^ a) der Congruenz: 

«";c(«)''-/(«0 = (modd.(p, r(^), «'-1)), 

da diese nach (12.) und (10^) für einen jeden Primdivisor (p, f(x)^ fl'rfoC«)) ^^' 
steht Setzt man aber für /(«) und /(«^') ihre Werthe aus (11.)? so ergiebt sich: 

(f€'.-wO+ct(wf-w,)+'''+a^'\fvS-^-fD,) = (modd.(p, f(x), «''-1)), 

eine Congruenz, welche dann und nur dann erfüllt ist, wenn 

tt?f ^ fTi, irf ^ IT , ... wS^^Wi (modd. (p, /"(a?))) 

ist, oder wenn die x Functionen iti, ... fv^ den zu Wi conjugirten 

fTi, trf, . . . frf*~ 
congruent sind. 

Da ferner wegen (10.) und (12.) die Aequivalenz besteht: 

(Z(^,«), P, f(p)^ «'-1) ^ nn{xi^,a), p, f(x), g,^(a)) c\j 1, 

80 ist unter der Voraussetzung, dass x durch die Primzahl p nicht theil- 
bar ist, die Existenz einer Fuudamentalzahl nachgewiesen, und man besitzt 
eine Methode, um sie stets zu bestimmen. 

Der allgemeine Fall, dass x die Primzahl p beliebig oft enthält, 
lässt sich in einfacher Weise auf den soeben betrachteten zurückführen. 
Sei nämlich: 
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WO p^ die höchste in tc enthaltene Potenz von p bedeutet. Alsdann ver- 
wandelt sich die vorher gefundene Bedingung dafür, dass die Function w 
von X nebst ihren Conjugirten fllr die Gattung G der Ordnung x ein Fun- 
damentalsystem bildet, in die folgende: 

oder was dasselbe ist, in 

(13.) (*//(«), p, f(x), «*'-!) cv; 1. 

^ Reducirt man jetzt die Resolvente yj(a) modulis (p, f(x). «'' — 1) 
auf ihren einfachsten Ausdruck, so ergiebt sich: 

(modd.(p, /-(x), <)f^'-l)), 
oder wenn zur Abkürzung 






(14.) £ to""" = fr, 
f=" 



gesetzt wird: 

(14«.) V'(o) = ''!Saf'icf' = V',(a) (modd. (p, f(x), «"-l)). 

Die Bedingung dafür, dass w eine Fundamentalzahl für die Ordnung y. wird, 
ist mithin die, dass für die mit w durch (14.) verbundene Function w^ die 
Aequivalenz 

(15.) (i^(«), p, f(x), a''-l)cx; 1 

besteht, dass mithin die Function ii\ für die Ordnung ;?, eine Fundamental- 
zahl ist. Da y.x p nicht mehr enthält, so ist es, im Wesentlichen nach der 
vorher gegebenen Methode, stets möglich, eine solche Function w^ zu finden. 
Dann kann man aber unter den p"" incongruenten Functionen von x stets 
eine solche finden, dass der Bedingung (14.), nämlich: 

(15^) G{w) = {2:w^''')-w, = (modd.(p, f{x))) 

genügt werde. Berücksichtigt man nämlich, dass w^ der Congruenz: 

(16.) wf -w, =^-. (modd. (p, f(x))) 

genügt, so ergiebt sich aus (14.) unmittelbar die Congruenz: 

(17.) {G(w)y'-G(w) = G(wXGOoy"'-'-l) = w^"-w (modd. (p, /"(x))). 

30* 
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Da also die Function G(w) modulis (p, f(x)) ein Divisor von (w^^—w) ist, 
so theilt sie mit jener die Eigenschaft, so viele Linearfactoren zu haben, 
als ihr Grad angiebt; es ist daher stets möglich, w den gestellten Anforde- 
rungen gemäss zu bestimmen. Der Satz ist somit allgemein bewiesen. 

Es wäre einfach, mit Hülfe der soeben abgeleiteten Resultate auch 
zugleich die Anzahl der Fundamentalzahlen zu bestimmen. Da diese Anzahl 
A^ aber nach (6.) mit derjenigen der Systeme ganzer Zahlen w,„ . . . fi,_i 
zusammenfällt, für welche: 

l^?4o|^^ (mod. p) (p, = 0. 1, ... *-i) 

ist, und da diese Zahl häufig auch in anderem Zusammenhange auftritt, so 
soll sie noch direct mit den hier gegebenen Methoden gefunden werden. 
Es sind also die ganzzahligen Werthsysteme zu bestimmen, für welche 

(18.) (|«i,+,|, p) oo 1, 
oder was dasselbe ist, für welche: 

(19.) C^u^a% p, a'-l) c\) (v<«), p, «'-1) PO 1 

ist. Bei denselben Bestimmungen über Xy wie sie im zweiten Theile dieser 
Arbeit angenommen wurden, ergiebt sich hieraus die einfachere Bedingung: 

(19«.) (!s'we«% p^ « '-i) ^ Ci•'f^,.«^ p, «*'-i) cv; 1, 

«7=0 Ol=0 

wo t/i„ ... t/^,_i ganze Zahlen sind, welche mit n^^ ... fi,_i durch die 
Gleichungen: 

(20.) 'i^'v-fe. = £^.. (..=n....«c,-i) 

zusammenhängen. Zerlegt man jetzt den Divisor (19".) in seine irreductibeln 
Factoren, so ergiebt sich 

(21.) (-2*1^,,«% p, «*'~1) rv; n n(£ U^a^% p, g,r(a)) cx; 1 (r=i, 2, ... m). 
Bedeuten die U ganze Zahlen, so genügt 



V^i(tt) = i: U a9^ 

für unbestimmte V der Congruenz: 

(22.) rpf - Vi = V^, (tpf'-'- 1) = (modd. (p, g^ («))). 
Es ist also: 

(23.) {p,gM) c\^ (v^^'-V^mP, j/dr(«)) ex; (v^i,p.^..(«))(V^f'^~-l)P.^cir(«)). 
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Die Bedingungen (21.) sind also dann und nur dann erfüllt, wenn tür jedes 
Werthsystem (rf, r) die Aequivalenz: 

(24) (^'"-'-1, p, g^{a)) c\; {p, g^(a)) 
besteht. Da die Congruenz (22.) ebenso viele incongruente Lösungen be- 
sitzt, als ihr Grad angiebt, so giebt es auch genau p*^'—! Werthe von (//, 
welche der Aequivalenz (24.) genügen. Berücksichtigt man endlich, dass 
durch diejenigen Werthe, welche \px(st) modulis (p, garip^ annimmt, V^i(«) 
und damit auch die ganzzahligen Coefficienten l/,„ . . . !/,,_, modulo p ein- 
deutig bestimmt sind, so ergiebt sich für die Anzahl A^^ der Zahlen U der fol- 
gende Ausdruck: 

y(rf) 

(25.) ^«, = nn{p'- 1) = n (p""- 1) '" , 

WO d alle Theiler von x^ durchläuft und allgemein v,i der Exponent ist, 
zu dem p modulo d gehört. 

Aus (20.) ergiebt sich endlich, dass jedem Werthsysteme üi,, ... U^^^^ 
genau p*"*' Werthsysteme von w,„ . . . fi^_i entsprechen, da in den Xi Con- 
gruenzen (20.) immer je p^—1 Grössen u völlig willkürlich angenommen 
werden • können und durch sie die letzte eindeutig bestimmt ist. Ist also 
A^ die Anzahl der Lösungen der Aequivalenz (18.) oder die Anzahl der 
Fundamentalzahlen für die Ordnung x, so ist ganz allgemein: 

»(<0 

(26.) A^ = p'-" A, = p"-" 77 (p'" - 1) -% 

»1*1 

WO jetzt Xi den grössten p nicht enthaltenden Theiler von x bedeutet. 

Ist X kleiner als p, so lässt sich die Existem von Fundamentalzahlen 
viel einfacher erweisen, als dies hier geschehen ist; indessen ist der hier 
gegebene Beweis jenem anderen vorzuziehen, weil er einmal das Problem 
völlig löst, ferner ein brauchbares Verfahren zur Bestimmung der Funda- 
mentalzahlen liefert, und weil er endlich auch ihre Anzahl finden lässt. 

Benutzt man bei der Untersuchung der Zahlen eines Gattungsberei- 
ches für einen Primdivisor ein System conjugirter Fundamentalzahlen als 
Fundamentalsystem, so lassen sich einige von den in der vorher erwähnten 
Arbeit abgeleiteten Sätzen, wie ich an einer anderen Stelle zeigen werde, 
fast ohne alle Rechnung beweisen. 

Berlin, im December 1887. 
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Ueber eine specielle Klasse linearer Differential 

gleichungen. 

(Von IleiTii Hamburger.) 



In dem 100. Bande dieses Journals p. 286 flF. hat Herr Cayley eine 
Untersuchung veröflfentlicht, betreflfend die Theorie derjenigen irregulären 
Integrale linearer DiflFerentialgleichungen, die Herr Thome unter dem Namen 
„Normalintegrale" eingeführt hat. Die Ausdrücke, zu denen er für diese 
Integrale gelangt, enthalten unendliche Reihen, deren Convergenz nicht ge- 
prüft wird, und insoweit dürften die gewonnenen Resultate nicht als sicher- 
gestellt zu erachten sein. Während nun im Allgemeinen uns eine Controlle 
darüber fehlt, gelingt es für eine besondere Klasse von Gleichungen, die 
durch die Eigenschaft ausgezeichnet sind, dass sie nur einen singulären 
Punkt im Endlichen besitzen, während im Unendlichen sich sämmtliche 
Integrale regulär verhalten, die wahre Form der Integrale in der Umgebung 
des singulären Punktes festzustellen. Diese lässt dann die Bedingung er- 
kennen, auf welche die Gültigkeit der Resultate des Herrn Cayley, wenig- 
stens soweit sie die gedachte specielle Klasse von Gleichungen betreffen, 
eingeschränkt ist. 

1. 

Wir zeigen dies zunächst an dem von Herrn Cayley zur Durchfüh- 
rung der erforderlichen Rechnungen gewählten Beispiele 

worin wir, damit diese Gleichung zur genannten Klasse gehört, cJ = 0, f = 
setzen, was für die Form der a. a. 0. gegebenen Lösung, die wir weiter 
unten folgen lassen, ohne Belang ist. Wir betrachten- also die Gleichung 

(1.) ^.=(j.+^+ir>. 
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In dieser ist oflFenbar x = der einzige singulare Punkt im Endlichen, und 
setzt man x = — , so geht die Gleichung (1.) über in die Gleichung 

(2.) i'^yr+2t^- = (anßt+y)y, 

deren Form nach dem fundamentalen Satz des Herrn Fuchs uns anzeigt, 
dass sie in der Umgebung von / = (x = oc) lauter reguläre Integrale be- 
sitzt, wie auch ol, ft, y beschaffen sein mögen. Die zu / = gehörige 
determinirende Fundamentalgleichung lautet 

r(r+l) = y. 
Ihre Wurzeln sind 



Wenn also 4y+l nicht das Quadrat einer reellen ganzen Zahl ist, so ge- 
hört zu dem Punkt / = ein Fundamentalsystem von Integralen der Form 

wo ^i(0 und %i(Jt) eindeutige Functionen in der Umgebung des Punktes 
/ = bedeuten, die für / = Ü nicht verschwinden. Da die Gleichung (2.) 
ausser diesem Punkte keinen singulären Punkt im Endlichen hat, so reicht 
die gedachte Umgebung über die ganze /-Ebene, den Unendlichkeitspunkt 
ausgenommen. Es können daher $i(0 und ^2(0 ^^ beständig convergirende 
nach ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende Reihen entwickelt 
werden. Hieraus ergiebt sich für ein Fundamentalsystem von Integralen 
der Gleichung (1.) die Darstellung 

(3.) y,..a:^^.(-^X V^=-^"%{],\ 
WO (>, = — r„ Qi = —Ti die Wurzeln der Gleichung 

e(e-i) = r 

sind, und ^1, ^2 Keihen von der Form 

X X 

sind, die für jeden Werth von x ausser fUr a? = convergiren. Diese Dar- 
stellung ist daher gültig für alle Werthe von x, mit Ausnahme des Punktes 
j: = 0. Bei Herrn Cayley lauten die Integrale 



y^^e 'x '^>^«P.(x), y,^e'x '^^ P,(x), 
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worin Pi(x) und P^ix) nach ganzen positiven Potenzen von x fortschrei- 
tende Reihen bedeuten. Die Grössen d und « haben nur auf den Werth 
der Coefficienten dieser Reihen einen Einfluss, sodass die Annahme cJ = 0, 
« --- keine Aenderung an der Form obiger Ausdrücke für die Integrale 
hervorbringt. Üass die Gültigkeit derselben keine allgemeine sein kann, 
ergiebt sich schon aus der Erwägung, dass bei nur zwei singulären Punk- 
ten, wie hier x = und ar = x>, ein Umlauf um den einen singulären Punkt 
gleichbedeutend ist mit dem entgegengesetzten Umlauf um den andern. Da 
nun tjx bei der positiven Umkreisung des Unendlichkeitspunktes in e^'^'^'y^ 
übergeht, was wegen des regulären Charakters der Integrale in diesem 
Punkte mittelst Anwendung des von Herrn Fuchs gezeigten Verfahrens sich 
ergiebt, so muss dieses Integral bei der positiven Umkreisung des Null- 
punktes in 

übergehen. Nach den Formeln des Herrn Cayley würde aber y^ hierbei in 

2ni(l± '--) 

^ ^^"^ Hl sich verändern, also die Art der Verzweigung um den Null- 
punkt überhaupt nicht von y abhängen. Herr Cayley ging in seiner Analyse 
davon aus, dass er die Function 

dy dy 

y y ^ ^ ^ 

einführte und für z die Reihe ansetzte 

Die DiflFerentialgleichung, der z genügt, lautet: 

Setzt man hierin für z eine Reihe nach absteigenden ganzen Potenzen von 
tf so erhellt in der That, dass der höchste Exponent gleich 2 ist, und es 
folgt dann für y der Ausdruck 

y = e ""x^e *); 

die Coefficienten A, B, C^ D . . . lassen sich vermittelst der Differential- 

Cayley a. ii. O. p. 21>3. 
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gleichung fllr ss successive berechnen, und zwar ist 

Der Grund, weshalb der Ansatz obiger Reihe für ss zu nicht allgemein- 
gültigen Ausdrücken für die Integrale von (1.) führt, ist in einem Um- 
stände zu suchen, auf den neuerdings Herr Fnchs die Aufmerksamkeit ge- 
lenkt hat*). 

Eine in der Umgebung eines Punktes x = a eindeutige Function 
habe unzählig viele Unendlichkeitsstellen derart, dass, wie klein auch die 
Curve sei, die um diesen Punkt beschrieben wird, immer noch unzählig 
viele solche Stellen in der von der Curve umschlossenen Fläche vorhanden 
sind; so giebt es für diese Function überhaupt keine in der Umgebung des 
Punktes o? = o für beliebige Annäherung an denselben gültige Entwickelung 
nach positiven und negativen ganzen Potenzen von x—a. Denn eine solche 
gilt nach dem Laurent ^chen Satze immer nur innerhalb eines den Punkt 
.T = o umgebenden Ringes, der keine Unendlichkeitsstellen enthält, in be- 
liebiger Nähe dieses Punktes ist aber nach der gemachten Voraussetzung 
em Ring von dieser Beschaffenheit nicht vorhanden. Ein einfaches Beispiel 
daflir bietet sich, wie Herr Fuchs a. a. 0. bemerkt, in der Function 

1 



1^ 

ßX—a — 5 



dar, welche, wenn e^ = b ist, die unzählig vielen Punkte 



x^a 



l-\-2mm ' 

WO m eine beliebige ganze Zahl bedeutet, zu Unendlichkeitsstellen hat. 
Von diesen befindet sich eine unendlich grosse Anzahl in jedem noch so 
kleinen den Punkt a? = ö umschliessenden Bereiche. 

Bilden nun yj, ... y^ die Elemente eines zu dem Punkte a? = ge- 
hörigen Fundamentalsystems von Integralen einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung mit rationalen Coefficienten , in der o; = einen singulären 
Punkt darstellt, so hat wenigstens eines dieser Elemente nach dem Satze 



*) Fuchs, „üeber die AVerthe, welche die Integrale einer Differentialgleichung erster 
Ordnung in singulären Punkten annehmen können". Berliner Sitzungsberichte XIV 
(1886), pag. 4. 
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des Herrn Fuchs die Gestalt 

wo p, eine beliebige Zahl und (p(x) eine in der Umgebung von a? = ein- 
deutige Function bezeichnet. Es ist also 

^^ dx ^Q q>Xx) 

eine in der Umgebung von a; = eindeutige Function von a?, die ausser 
für X = für alle Werthe, für die (p(x) verschwindet, unendlich wird. Wenn 
nun (p(x) in der Umgebung des Punktes x = unzählig viele Nullstellen 
hat, so lässt s nach der vorstehenden Bemerkung überhaupt keine in diesem 
Bereich gültige Entwickelung nach positiven und negativen Potenzen von 
X zu, und jeder solcher Ansatz enthält die stillschweigende Voraussetzung, 
dass sich ein den Punkt o; = umgebender Bereich abgrenzen lasse, in 
welchem die Function (p(x) und, von x = abgesehen, auch y^ nirgends 
verschwindet. Umgekehrt lässt sich aus dem Umstände, dass die angesetzte 
Reihe für z im Allgemeinen zu ungültigen Ausdrücken für die Integrale 
der Diflferentialgleichung (1.) geführt hat, der Schluss ziehen, dass die in 
dem Fundamentalsystem (3.) der Integrale von (1.) auftretenden Functionen 

^i(— ), ^if— ) im Allgemeinen unendlich viele Nullstellen in der Umgebung 

von x = haben müssen. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass etwa %( — ) nicht unendlich viele 

Nullstellen in diesem Bereich habe, und setzen wir wieder a? = — , so ist 

%(() eine eindeutige Function, die, da sie nur in i = oo eine singulare 
Stelle hat, nach der Bezeichnung des Herrn Weierstrass den Charakter einer 
ganzen Function besitzt, und ausserdem von der Beschaffenheit ist, dass ein 
endlicher Theil des Gebietes von t abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen 
sämmtliche Nullstellen eingeschlossen liegen. Die Anzahl solcher Null- 
stellen ist aber stets endlich. Nach einem Satze des Herrn Weierstrass 
kann daher %(t) in der Form 

dargestellt werden, wo Go(t) eine ganze rationale Function bedeutet, deren 
Grad k gleich der Anzahl der Nullstellen ist, und G(f) den Charakter einer 
ganzen Function hat, also durch eine nach ganzen positiven Potenzen fort- 
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schreitende, für jeden endlichen Werth von t convergirende Reihe, die auch 
endlich sein kann, darstellbar ist*). In dem betrachteten Falle kann man 
also dem Integrale t/i die Form geben 



wenn 



c„(0 = c„(i) = ^ 



gesetzt wird, wo f(x) eine ganze rationale Function des &ten Grades von 
X bedeutet. 

Soll nun ein Integral des Fundamentalsystems die Form eines Normal- 
integrals annehmen können, d. h. der Gleichung (1.) durch eine Function 
von der Gestalt 






,wi ^in — l 



(4.) y = e^'" -"'-^ x\B,+B,x+B,x'+-') 

genügt werden, worin B^ von Null verschieden ist, so muss 

^ Arn^ A^ ^ q(]_\ 

also G eine rationale ganze Function von — sein, ferner 

X 

A = p-Ä, 
worin- & = oder eine positive ganze Zahl ist, und 

B,,+B,x+B2x'+-' = f(x), 

also die Reihe auf der linken Seite sich auf eine ganze Function vom Arten 
Grade reduciren, demnach Bi,^i und alle folgenden Coefficienten verschwin- 
den. Da 5„ von Null verschieden ist, so folgt, dass f(x) für x = nicht 
verschwindet 

Was zunächst den Grad m der Function G in Bezug auf — betrifft, 

sc 

so bemerken wir, dass nach (4.) sich ergiebt 

y" _ m(m+l)Ajn . m(m—l)A„,^i \^^ ^u-P'r^\ 



*) Weierstrass, „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen." Abhandlungen 
der Berliner Akademie 1876, p. 32. 
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worin 






+ B,x+B,x'+ 

ist, also, da ß,, von Null verschieden ist, in eine nach ganzen positiven Po- 
tenzen von X fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. Hieraus folgt, 
dass das niedrigste Glied von y" : y in der Entwickelung nach steigenden 
Potenzen von x 



m^A' 



m 



ist, und da andererseits nach Gleichung (1.) 



ist, so ergiebt die Vergleichung , dass für iw > 1 ^„, = und i4j = a ist. 
Demnach ist G vom ersten Grade in Bezug auf — , und zwar ist 



also 



«(i) = ±^. 






Setzen wir jetzt 



y = e' Tj, 



so wird 



, = e- (,"-2-^,'+(^ + ^),). 



ff 



und die Gleichung (1.) geht über in 

oder, indem man mit x^ mnltiplicirt, 

(5.) x^Ti"-2}^äxTi'+(2^ä-ß-yx)ri = 0. 

Setzt man hierin weiter, um die Coefficienten A, 5,,, Äj, Bij ... zu be- 
stimmen, 

I? - x\B,+ B,x+B,x'+'-), 
sodass 
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SP 

^ = AB,,+(iA+l)B,x+(A+2)B,x'+- 

"^ = A(A-r}B„+(A^-l)AB,x+(A+2)(A+l)B,x'-(-. = «.„ 



X 
Jf 



= «ll, 



x^ 

80 erhält man aus (5.) nach Division durch x"^ die Identität 

(6.) xfh-2fau,+(2yä'-ß'-yx)u = 0. 
Für x = ergiebt sich hieraus 

and da ß„ von Null verschieden ist: 

also 

(7.) A ^ 1- ^ 



2/ä 
Der Coefficient von ar*^* in (6.), gleich Null gesetzt, giebt 

((^+*)(^+ft-l)-y)ß, = (2}fä(A+k+l)+2]/ä-ß)B,.^, 

oder in Folge der Relation (7.) 

(8.) {(A+kXA+k-l)^r)B, = (ft+l)2l^.ß,^,. 

Oben hatten wir aus Betrachtungen, die von der Form (3.) der Integrale 
von (1.) ihren Ausgang nahmen, den Schluss gezogen, dass, wenn ein 
Normalintegral von der Form (4.) existiren soll, die Reihe 

Bif\'BiX-\-B2X -}-••• 

aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehen miisse. Aus der Rela- 
tion (8.) zwischen den Coefficienten dieser Reihe können wir eine Bestäti- 
gung dieses Satzes entnehmen, indem wir nachweisen, dass eine unendliche 
Reihe, deren Coefficienten der Relation (8.) genügen, fltr jeden Werth von 
X divergiren muss. In der That ist 



lim^^yi = lim (A+kXA+k-l)-r _ ^ 



^. 



also wächst der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder der Reibe 
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für jeden von Null verschiedenen Werth von x mit k ins Unendliche, wo- 
durch die Divergenz der Reihe für jeden Werth von x erwiesen ist. 

Soll aber die Reihe eine endliche sein, so muss es eine positive 
ganze Zahl k geben, für welche 

(9.) (A+kXA+k^iy-r = 

ist. Die Relation (8.) und die aus ihr hervorgehenden, wenn man für k der 
Reihe nach &+1, &+2, ... setzt, zeigen, dass, wenn k die kleinste in der 
natürlichen Reihe der Zahlen ist, für welche die Gleichung (9.) erfüllt wird, 
von Bi^i an alle folgenden Coefficienten verschwinden, k ist also dann 
der Grad des Polynoms, in das die Reihe übergeht, und das wir oben mit 
f(x) bezeichneten. Da p eine Wurzel der Gleichung 

p(p-l) = r 

ist, so erhalten wir in (9.) von Neuem die andere bereits früher abgeleitete 
Bedingung für die Existenz des Normalintegrals 

nur dass uns jetzt der Werth für A bekannt ist, er ist nach (7.) 1 ^, 

woraus beiläufig erhellt, dass für a = kein Normalintegral der Gleichung 
(1.) existirt. Zugleich lässt sich erkennen, dass die Bedingung (9.), die, 
wenn man für Ä seinen Werth einsetzt, lautet: 

(k eine positive ganze Zahl oder Null), zur Existenz des Normalintegrals 
nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend ist. Denn setzt man in 
der Recursionsformel (8.) für k der Reihe nach 0, 1, 2, . . . &— 1, so erhält 
man ^i, £29 ••• Bk successive durch £0 ausgedrückt und zwar, da für diese 
Werthe von k die Grösse {A+k){A-\-k—l)—y von Null verschieden ist, 
in endlichen Werthen, während, wie bereits bemerkt, alle folgenden Coef- 
ficienten ßjk4.i, Bk^2 etc. verschwinden. Für die Berechnung der Coefficienten 
ßj, ... Bj, bemerke man, dass mit Benutzung der Gleichungen (9.) und (7.) 

(^+m)(^4w-l)-y = -(&->ii)(2^+&+m-l) 

ist. Wir erhalten also 

(m+l)2l^ä.ß„,^, = -(Ä-m)(ft+m+l— f^)5„, 
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und damit die recurrenten Formeln 

2}/ä.B^ = -(&-(»i-l))(&+m--^)B„._i, 
woraus sich ergiebt 

P k(k-l)...ik-(m-l)) ^ ^ t/g^^ ^ A^ ^ ^ yi_ R 

°"' ~ 1.2.3.. .m (-2^äy" "' 

Wir sind hiermit zu folgendem Resultat gelangt: 
Damit die Gleichung 

ein Normalintegral von der Form (4) habe, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die quadratische Gleichung 

(10.) (— i^)(-+i-i^V) = >■ 

für einen der beiden Werthe von V« eine positive ganze Zahl oder Null 
zur Wurzel habe. Ist diese Bedingung für einen der beiden Werthe von 

Va erfüllt und ist k diese Zahl — für den Fall, dass zwei solcher Zahlen 
existiren sollten, die kleinere — , so lässt die Gleichung (1.) ein particuläres 
Integral in geschlossener Form zu, nämlich 



(11.) y, = e'^- ^»^/(x), 

WO f(x) eine ganze Function Äten Grades bedeutet, die, abgesehen von einem 
(konstanten Factor, folgende Gestalt hat 

ü + l—LVk+2—L) (2k— ^-) 

(-2»/«)» 



'+' (^+1), 
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FUr ia ist derselbe Werth wie in (10.) zu nehmen. Hiernach lässt sich 
leicht die Bedingung dafür herstellen, dass^ das allgemeine Integral von (1.) 
in geschlossener Form sich darstellen lasse; denn dazu ist nur noth wendig, 

dass für beide Werthe von ia obige Bedingung erfüllt sei. Sei k die zu 

-\-fäy l die zu — /« gehörige kleinste positive ganze Zahl, so muss 

sein. Dies ergiebt 

(&-/--^)(l+fr+/) = 0, 

und da k und / nicht negativ sein dürfen, so erhält man als die gesuchten 
Bedingungen 

(12.) ^^« 

worin k und / beliebige positive ganzzahlige Werthe, die Null eingeschlossen, 
annehmen können. Sind die Gleichungen (12.) erfüllt, und versteht man 
wieder für den Fall, dass die beiden Lösungssysteme von (12.) in positiven 
ganzen Zahlen ausfallen sollten, unter k und / die kleinsten unter den 
Lösungen resp. für k und /, so erhält man ein zweites von dem Integral 
(11.) linear unabhängiges Integral 

(13.) y. = e ' X '^^g{x), 
wo, abgesehen von einem willkürlichen constanten Factor: 

'0+1+4-) ,., 1^ + l+"^)0+2+-^) 

^^ '' ^ 2j'a 1-2 (2|/o)» 

+ l + ^)0 + 2+4-)-.(2/+-^) 

• • • — I — —^ — __^ /•• 

(21/«)' 

Hieran möge noch eine Folgerung geknüpft sein. Bekanntlich lässt 
sich das allgemeine Integral der Gleichung (1.) mittelst des particalären 9, 
in der Form ausdrücken 



(14.) 
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Da nun 

y = c,y, + C2y2, 
80 ergiebt sich hieraus nach (12.) und (13.) 

Setzt man hierin » = — und — 2 Va = A., so erhält man die Integralformel 

^ ^^ y (F(0)' " '^♦'^*^* itij' 
wo 
(16.) F(0 = <*+MHd)^->+ K^-i) a+iXH2) ^-.^...^ (/+iXi+2)-Ci4-^) ^ 

• (17.) G(f) = f+^i'-^ + ^^;-^^ ^^+3*+ -^^- +•••+ (*+lX*t |::CM,0 . 

Die Formel (14.) gilt fllr jeden Werth von l mit Ausnahme von Ä = 0; Ci 
ist eine willkürliche Constante, c^ bestimmt sich durch Differentiation von 
(14.) und Gleichsetzung der Coefficienten von /*+^ auf beiden Seiten. Man 
erhält 

Ehe wir diesen Abschnitt schliessen, sei noch der Fall berührt, wo 
a = ist, die zu betrachtende Differentialgleichung also die Form hat 

(18.) y" = (-^+idy^ 

dieselbe ist, wie schon erwähnt, durch ein Normalintegral nicht zu befrie- 
digen. Dagegen können, wie Herr Cayley bemerkt hat, Integrale von der 
Form (4.) mit gebrochenen Potenzen von x derselben genügen. Dieselben 
würden dann lineare Verbindungen der zu a: = gehörigen beiden Elemente 
des Fundamentalsystems sein müssen. Um die Bedingungen dieses Falls 
zu erörtern, bemerken wir zunächst, dass, wenn x'" die höchste Potenz von 
X ist, die in dem Exponenten von e für y als Nenner auftritt, auch hier 
das niedrigste Glied von y" : y in der Entwickelung nach steigenden 
(gebrochenen) Potenzen von x 



m 



^2(m+l) 

ist, woraus folgt, dass 2(m+l) = 3, also i» = ^. Wir setzen demnach 
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zanächst 

wodurch die betrachtete Differentialgleichang übergeht in 

d|» I d| ~ ^ r "*" ^* ^^' 
und indem wir ferner 

y = ^n 

setzen, erhalten wir die Gleichung 

(19.) -g. = (^+±+1),, 



welche dieselbe Form wie (1.) hat. Wir können also darauf unmittelbar 
die für (1.) erhaltenen Resultate anwenden, indem wir statt 

hier 

4Ä 0, 4y+| 

substituiren. Hiernach ergiebt sich 

A, = ±yiß, ^ = 1. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Gleichung 
(19.) durch ein Normalintegral genUgt werde, ist also 

k(k+l) = 4r+h oder y = (2^-lX2*+3) ^ 

wo k eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. Da diese Bedingung 
y4/? nicht enthält, so giebt es jedesmal, wo sie erfüllt ist, den beiden Vor- 
zeichen von Viß entsprechend, zwei linear unabhängige Normalintegrale 
von der Form 

wo f(ß) eine ganze Function Arten Grades bedeutet, die, abgesehen von 
einem con stauten Factor, die Gestalt hat 

AW - -'"^+2,/4^ ^"^ 1.2 (q:2/W ^ 
k(k-lXk-2) (fe+l)(fe'+2)(fe+3) ,3 . , (k+lXk+2).„2k , 
"^ 1.2.3 • (+2>/W '"^'"^ (+2|/W 

Die Gleichung (18.) hat somit, falls y der obigen Bedingung genügt, die beiden 
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Integrale 

worin f vorstehende Function bedeutet, nachdem a?* für | substituirt ist*). 
Die determinirende Gleichung 

p(e-i) = r 

hat, wenn y die in der obigen Formel enthaltenen Werthe annimmt, die 

Wurzeln 

Ä , 3 Ä , 1 

Pi = y+4-, e2 = --2 +4-- 

Entwickelt man daher y nach Potenzen von x, so muss die Reihe sich in 
zwei Theile sondern lassen: 

i-+l-a -1 + 1-/. 

£axx'^ * und -^i'ftjic '^ * a = (i, i, 2, ...x). 

Daraus folgt, dass die Coefficienten von 

für 

J = 1, 3, 5, ... 2&-1 

im obigen Ausdruck fllr y verschwinden müssen, was die Rechnung bestätigt. 

2. 

Die Gesammtheit der Formen linearer Differentialgleichungen, in 
welchen a: = der einzige singulare Punkt im Endlichen ist und in der Um- 
gebung von x = oc sämmtliche Integrale regulär sind, werden wir erhalten, 
wenn wir die Gleichung 



(20.) 



dr ' ^ ' ' ' • -1' ■ / it' 



\ ••'^-KA,-,-^B„_,t+C„.,e+-)-^H^„-^BJ+CJ'^-)y = 0, 



worin 

endliche oder für jedes endliche / convergirende anendliche Reihen be- 



*) Vgl. Cayley a. a. 0. p. 25)!"). 

32» 



252 Hamhurgery über gewisse lineare Differentialgleichungen, 

zeichnen, durch t = — transformiren. Denn die Gleichung (20.) hat die 

OD 

Gestalt, wie sie nach dem Satze des Herrn Fuchs nothwendig ist, damit in 
der Umgebung von / = lauter reguläre Integrale existiren. Ausserdem 
besitzt sie keinen singulären Punkt im Endlichen. Schreiben wir die Glei- 
chung (20.) der Kürze wegen 

(20-.) r4;^+r-P,(0-^p^+-+«F„-,(047+^'.(0» = 0, 

80 geht dieselbe durch die Substitution / = — , wenn wir vorläufig in den 
Reihen noch t beibehalten, in die Form 

(21.) x''^+x-'^.(0-£^+-+x$(.-„(0-^+*»(Oy = 

über. Die Beziehungen zwischen den Reihen ^ und P, die von y unab- 
hängig sind, ersieht man am besten, wenn man in (20.) /% in (21.) die ihr 
gleiche Grösse a?"*' für y substituirt. (v eine ganz beliebige Zahl.) Die 
linke Seite von (20.) muss dann gleich derjenigen von (21.), multiplicirt 
mit einer Constanten sein. Dieselbe ergiebt sich =(—1)'', und man erhält 

l^(l/-l)...(T^-(ll-l)) + l^(v-l)...(7.-(ll-2))P,(0 + - + ^Pn-l(0+^«(0 

(22.)1 = v(y+l)...(v+n-l)-v(p+l)...(y+n-2)%Q)+'" 

-+(-ir^^^«-i(0+(-l)"^n(0. 

Durch Vergleichung der Glieder mit gleich hohen Potenzen von v erhält 
man ^k(0 als lineare Function von Pi(t)^ P'i(f)i • • • '^jt(0- ^^^ Reihen 
^i(<), ... $„(0 convergiren also ebenso wie die Reihen Pi(0? ••• ^«(0 für jeden 
endlichen Werth von /. 

Als allgemeine Form einer Differentialgleichung mit x als unab- 
hängiger Veränderlichen von der Beschaffenheit, dass sie ausser a; = keinen 
singulären Punkt im Endlichen hat und in der Umgebung von a: = cc lauter 
reguläre Integrale besitzt, ergiebt sich demnach die folgende: 



i 



^ rfx« ^ 


•^ +"Vx^ dx»-' ' ' ■^+'«-»Va!/ dx ' +■ 


oder explicite 






-■-&+-"-(«-.+^+->+-)^+- 


. . . _i- -'T 1 /l 


, _ 1 »— 1 '-' 1 ...^ * 1 r« 1 »• , "^ 
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WO die Reihen eindeutige Functionen darstellen mit der einzigen (wesent- 
lichen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle x = 0. 

Das Fundamentalsystem von Integralen dieser Gleichung in der Um- 
gebung von x = oo, die in unserem Falle über die ganze a?-Ebene sich er- 
streckt, also zugleich die Umgebung von x = bildet, findet man aus dem 
zu t = gehörigen Fundamentalsystem der Integrale von (20.), dessen Ele- 
mente nach dem Satze des Herrn Fuchs im Allgemeinen die Form haben 

</?i(/), ... q>^(f) sind eindeutige Functionen, die, da die Gleichung (20.) keinen 
singulären Punkt ausser / = im Endlichen hat, durch beständig conver- 
girende Reihen nach ganzen positiven Potenzen von t darstellbar sind, und 
für < = nicht verschwinden. 

fi, fa, ... r„ sind die Wurzeln der Gleichung 

r(r-l)...(r^(ii-l))+r(r-l)...(r-(fi-2))P,(0)+...+rP..,(0)+P,(0) = 0. 

Sind einige dieser Wurzeln von einander bloss um ganze Zahlen verschieden, 
so können auch in dem Fundamentalsystem Glieder von der Form 

«''*(y*,o(0+9^M(01og/+-+y,,^(logO^) 

auftreten, wo cp^^^ ... y*,^ wiederum beständig convergirende Reihen sind. 
Nach der Relation (22.) sind fi, rj, ... r„ auch Wurzeln der Gleichung 

r(r+l)...(r+w-l)-r(r+l)..,(r+7t-2)^i(0)+... 

...+(-.l)n-v^^_^(0)+(»l)«9|5^(0) = 0. 

Daraus folgt, dass 

die Wurzeln der Gleichung sind: 

r(^-l)...(r~(f^-l))+r(r--l)...(r~(,^~2))^,(0)+...+r$„.,(0)+^,(U) = 0. 

Bemerken wir noch, dass ^*(0) = a^t, so gelangen wir zu dem Satze: 
Die Gleichung 

...+.(«,_.+^+^+-)l+(a,+^+|f+-> = 0, 



(23.) 



x' 



worin die Reihen in den Coefficienten entweder endlich sind, oder fllr jeden 
von Null verschiedenen Werth von x convergiren, hat ein Fnndamental- 
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System von Integralen, dessen Elemente sich darstellen lassen in der Form 

WO die Functionen y i , ... q>„ Reihen bezeichnen, die nach ganzen positiven 

Potenzen von — fortschreiten, für jeden von Null verschiedenen Werth con- 

vergiren und für x==oo nicht verschwinden, pi, pj, ... p, sind die Wur- 
zeln der Gleichung 

(24) (>(e-l)...(e-(«-l))+e((>-l)...((>-(«-2))ai+...+pa„_,+ a, = 0. 

In der Voraussetzung, an der wir im Folgenden der Einfachheit wegen fest- 
halten werden, dass nicht zwei der Wurzeln sich bloss um ganze Zahlen 
von einander unterscheiden, sind sämmtliche (p^ für x = oo von Null ver- 
schieden. 

Dieses Resultat findet sich bereits in meiner Abhandlung: „Ueber ein 
Princip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger Functionen etc." dieses 
Journal, Bd. 83, p. 200 flF. angegeben. Dort ward es auf einem anderen 
Wege abgeleitet, nämlich als Folge einer allgemeinen Methode, die daselbst 
für die Darstellung der (regulären oder irregulären) Integrale linearer Diffe- 
rentialgleichungen in der Umgebung ihrer singulären Punkte entwickelt 
wird. Entgegen der neuerdings wiederholt geäusserten Bemerkung, dass 
eine Darstellung der irregulären Integrale bisher noch nicht existire, sei bei 
dieser Gelegenheit auf die ei-wähnte Abhandlung und die sie ergänzende 
„Ueber die Wurzeln der Fundamentalgleichung etc." dieses Journal, Bd. 84 
hingewiesen *). Es werden in diesen Abhandlungen sowohl die Coefficien- 
ten der Fundamentalgleichung, die zu einem singulären Punkt gehört, als 
auch die Reihen für die Integrale in fertigen Formeln angegeben. 

Untersuchen wir nun die Bedingungen dafür, dass der Gleichung (23.) 
durch ein Normalintegral genügt werde von der Form 



1 7--\ — H 



(25.) y = x'e^' ^'-^ ^ (B,+B,x+B,x'+-^\ 

wo der Ausdruck in Klammern eine nach ganzen positiven Potenzen von x 



*) In der zuletzt citirten Abhandlung befindet sich ein Druckfehler. S. 264 in der 
ersten (nicht numerirten) Gleichung muss es heissen ... . statt ^^ 



(dloga:)» (dlogxy 
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fortschreitende, flir hinlänglich kleine Werthe von x convergente Reihe be- 
deutet, in der Bo von Null verschieden ist. 

Da die Function y in (25.) bei einem Umlauf um a: = in sich selbst 
multiplicirt mit der Constanten e^"*"' tibergeht, so muss sie nach der obigen 
Voraussetzung über die Wurzeln der Gleichung (24.), abgesehen von einem 
Constanten Factor, mit einem der Elemente des obigen Fundamentalsystems, 
welches wir der Kürze wegen 

schreiben, übereinstimmen. 

Die logarithmische Differentiation der Gleichung (25.) ergiebt, wenn 
man den Ausdruck 

I B^+B^xi'B^x^+" 

mit Rücksicht darauf, dass ß„ von Null verschieden ist, in die fUr hinläng- 
lich kleine Werthe von x convergente Reihe: 

a„+ai 05+02 a;'^+--- 
entwickelt, 

(26.) f = -|^-(^:^- -...-^-4-4+ö„+a.x+a.a.'4--. 
Damit aber eine solche Entwickelung möglich sei, ist in Rücksicht darauf, 
dass y = x^^(—\ nothwendig, dass die eindeutige Function (p(—) in der 

Umgebung von x = oder if{() in der Umgebung von / = oo nicht unend- 
lich viele Nullstellen habe. Da aber if{f) den Charakter einer ganzen 
Function hat, die für < = nicht verschwindet, so erfordert dies, dass im 
ganzen «-Gebiet nur eine endliche Anzahl von Nullstellen der Function tfif) 
vorhanden sind, zu denen aber / = nicht gehört. Dann aber lässt sich 
nach dem citirten Satze des Herrn Weierstrass (p(t) auf die Form 

bringen, wo Go(0 eine ganze rationale Function von / bedeutet, die für / = 
nicht verschwindet, und deren Grad ft gleich der Anzahl der Nullstellen 
ist, während G(/) eine rationale oder transcendente ganze Function bedeutet 
Wir erhalten also 



y = ^'^-^x 



öe"(^). 
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In G( — ) können wir das von x freie Glied Co weglassen, indem wir öuf— ) 

mit dem constanten Factor c^° multiplicirt denken. 

Die Forderung nun, dass y die Form des Normalintegrals (25.) habe, 

bedingt, dass G( — ) eine rationale ganze Function von — sei: 

G(—^ = Arn_.A^n-1^ U^. 

Ferner muss 

x\B,,+ B,x+B,x'+-') = x^G^{^) = x^-'x'G,{^) 

sein. Da x^G^X — ) nach dem Obigen eine ganze Function ftten Grades 

von X ist, so folgt, dass die Reihe in Klammern eine endliche ist, und zwar 
ergiebt sich 

A = p— ft. 

Da ßo von Null verschieden ist, so erhellt weiter, dass die ganze Function 

x^GÄ—) fUr x = nicht verschwinden darf. 

\ X ^ 

In dem Normalintegrale von der Form (25.), falls ein solches der 
Gleichung (23.) genügt, muss also der Exponent von x den Werth p— A 
haben, wo p eine Wurzel der Gleichung (24.) und k eine positive ganze 
Zahl ist. Die nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe, 
die daselbst auftritt, muss sich ferner auf eine ganze rationale Function Aten 
Grades reduciren, die für a? = nicht verschwindet. Was den Grad m 

von G\—) betrifft, so lässt sich für denselben eine obere Grenze angeben. 

Hierzu bedürfen wir des folgenden Hülfssatzes. 

Ist y eine Function von x von der Beschaffenheit, dass die loga- 
rithmische Ableitung in der Form 

darstellbar ist, worin ,a eine positive ganze Zahl und ^i(x) eine nach ganzen 
positiven Potenzen von x fortschreitende, für hinlänglich kleine Werthe von 
X convergente Reihe bezeichnet, die für x == nicht verschwindet, so lässt 
sich y^**^ : y in der Form : 



Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen. 



257 



wo QnQx:) eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe be 
zeichnet. Ist nun /^ > 1 , so ist 



iC^" 



y 



in) 



x = i) 



= (^i(O))". 



Für n = 2 ergiebt sich der Satz unmittelbar, denn es ist 

wo Q2(x) eine Potenzreihe mit ganzen positiven Potenzen von x bedeutet, 
also 



ji 



^ = x-'^K^ix^y+x-^Q^ix)]. 
Es sei nun der Satz für « = wi bewiesen, also 

80 folgt durch Differentiation 

wo R(x) wieder eine Potenzreihe mit ganzen positiven Potenzen von x 
bedeutet, mithin 



lOn+l) 



indem wir 



x-^^-^'^(%(x)y^'+x^"'Q„,{x)^,(x)^^^ 



setzen. Folglich gilt auch der Satz flir n = m+l. 

Wir dividiren die Gleichung (23.) durch a;" und schreiben sie jetzt, 
wie folgt: 



(27.) 



,.,+(m+c^)+...+M)),,.-. 



(22) , (23) , , (2k,) 



-1) 



+(j-i+iH?i+...+ai),<.-.+... 
■■•+(-t-^+^"^+-+^)» = 0. 



In dem Coefficienten (kl) deutet die erste Ziffer k an, dass er mit j^(''~*> 
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multiplicirt ist, und die zweite Ziffer /, dass der bezügliche Nenner x' ist. 
Die specielle Klasse der DiflFerentialgleichungen , die wir betrachten, ist 
dadurch vollständig charakterisirt, dass Überall l^k ist. 

Gesetzt nun, der Gleichung (27.) wUrde durch ein Integral von der 
Form (25.) genügt, so dass 

(270 g(—) = ^+^^ + ...^A. 
dann folgt aus dem Ausdruck (26.) für y':y 

und nach dem eben bewiesenen Hülfssatze, wenn man i»+l für u und k 
für n setzt, 

(28.) y^ = x-'^-^^^%{x), 

wo 

(29.) %(x) = (%(x)y+x-Q(x). 

%(x) und Q^x) bedeuten Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen fort- 
schreiten. ^i(x) nimmt für a: = den Werth —mA„, an. 
Da hier i»>0*), so ist 

(30.) ^.(0) = ^,(0)* = (-m^,J*. 

Dividiren wir nun die Gleichung (27.) durch y und benutzen den Aus- 
druck (28.) für y^*^ : y, so erhalten wir nach der Multiplication mit a?"^"*"*"*^ 



(31.) 









Aus dieser Gleichung, die identisch erfüllt sein muss, wenn ein Normal- 
integral existiren soll, erhellt, dass m+1 nicht grösser sein darf als die 



*) m = würde den Fall bedeuten, dass die Gleichung (27.) ein reguläres Inte- 
gral habe, welches dann von der Form x^ gA — ) wäre {G^ eine ganze Function des 

^ X y 

Arguments); diesen Fall, dessen Bedingungen leicht zu discutiren sind, schliessen wir aus. 
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grösste der Zahlen 



(32.) 



«1, 2 ' 



3 ' 



• • • 



K 

n 



denn wenn m+1 grösser als jede dieser Zahlen ist, so erhält man, indem 
man in (31.) x = setzt, nach (30.) 

also 



'm 



0. 



Indem wir nnn annehmen, dass 



^^ffl+l, 



können wir der Gleichung (27.) folgende Gestalt geben 



(83.) 



+((^)+(g)+...+SÄav.-.,+... 






I f (^>>») . (n,n + l) (w,n(m+l)) \ _ 



0, 



Die Gleichung (33.) ist in dem Fall enthalten , den Herr Cayley a. a. 0. 
betrachtet, indem er festsetzt, dass die höchsten Grade der Coefficienten 

der Differentialgleichung in Bezug auf — in arithmetischem Verhältnisse 

wachsen sollen. Die determinirende Gleichung (24.) für die Exponenten p 
lautet jetzt 



(33«.) 



I 



p(p-l)...(p-(«-l))+(ll)p((,-l)...(p-(«-2))+ 



— [-(»— 17 «— l)p+(»^ w) = 0. 

Wenn man die Gleichung (33.) durch y dividirt und mit x multiplicirt, so 
erhält man mit Benutzung des Ausdruckes (28.) für y^^^ : y die identische 
Gleichung 

(34.) ^„(a:)+Pi^„-i(ar)+p3^Pn-2(a?)+-+p.-i^i(a^)+Pn = 0, 

worin pi^ » • • Pn die folgende Bedeutung haben: 

33* 
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p, = (11K'+(1, 2)x"'-* +-+(l,m+l), 

• • • • 

• • • • 

p„ = (aa-)x'"''+(a, a+l)x<""-'+-+(<T, (t(»i+1)), 

• • • • 

p„ = (««)a?""'+(«,n+l)aj«"'-' + -+(«,«(m+l)). 
Setzt man in (34.) x = 0, so ergiebt sich 

^,(0)+(l, m+l)^..i(0)+(2, 2(m+l))'?...(0)+... 
...+(«~l,(?B--l)(m+l))^,(0)+(«,«(m+l)) = 

und hieraus vermöge der Relation (30.) 

\..-+(ii~l,(«-l)(m+l))(-fnA.)+(«,<m+l)) = 0, 

eine Gleichung zur Bestimmung von A„,^ die auch Herr Cayley angegeben 
hat. Sie giebt im Allgemeinen n Werthe fllr A,„. Wir sind aber im 
Stande, mittelst des vorausgeschickten Hülfssatzes, der uns die Relation (29.) 

ergeben hat, worin Qk(x) eine nach ganzen positiven Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe bedeutet, nicht nur den Coefficienten A„,, sondern sämmt- 

liche Coefficienten des Exponenten G(-^ zu bestimmen. Denkt man sich 

nämlich die linke Seite von (34.) nach steigenden Potenzen von x geordnet, 
so kann man, soweit es sich um die m ersten Glieder, die mit 

behaftet sind, handelt, zunächst vermöge (29.) ^^(a?) durch (?i(a?)y ersetzen, 
und von ^i(x) wiederum braucht man nur die m ersten Glieder beizu- 
behalten. 

Nun ist nach (26.) und (28.) 

m 

die m ersten Glieder von ^,(ir) sind also 

-mA,„—(m-l)A,,_^x-(m-2)A,,_.,x' A^x'^'K 

Nach dem Ausdrucke (27".) für g(—) ist aber das Aggregat dieser Glieder 



Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen. 261 



nichts Anderes als die Function 



dG 



(i) 



u = x'"-^' ' ^ 



dx 

Man wird also, um u zu erhalten, für die durch die algebraische Gleichung 

(36.) f)*+pi«''-^+p.t?^-'+-+p. = 

bestimmte Function v eine Entwickelung nach ganzen positiven Potenzen 
von Xy wenn sie möglich ist, zu suchen haben. Das Aggregat der m ersten 
Glieder einer solchen Entwickelung liefert einen Ausdruck für n. Mit u 

ist dann auch g(— ) durch die Festsetzung, dass es kein von x unabhän- 
giges Glied enthalte, vollständig bestimmt. Setzt man in (36.) or^O, so 
erhält man für das erste (von x freie) Glied der Entwickelung die Glei- 
chung 

t?;+(l, m+l)t?r'+(2, 2(m+l))t?r'+-+C«, n(m+l)) = 0, 

welche mit der Gleichung (35.) für —mA„,, das erste Glied in u^ zusammen- 
fällt, wie vorauszusehen war. Hat diese Gleichung lauter ungleiche Wur- 
zeln, so giebt es n Entwickelungen von v nach aufsteigenden ganzen posi- 
tiven Potenzen von x, und die Aggregate der m ersten Glieder in jeder 
derselben (d. h. bis zu dem mit a?"*"* behafteten Gliede incl.) liefern n ver- 
schiedene Ausdrücke für u und damit für G. Sind mehrere Wurzeln der 
Gleichung (35.) einander gleich, so enthalten die entsprechenden Entwicke- 
lungen im Allgemeinen gebrochene Potenzen von x. Wenn in diesem Falle 
eine Entwickelung zunächst mit ganzen Potenzen von x beginnen und erst die 
auf a?"""^ folgenden Glieder gebrochene Potenzen von x enthalten sollten, 
so würde auch hier das Aggregat der m ersten Glieder einen Ausdruck für u 
und hierdurch für G liefern. Wir werden aber weiterhin sehen, dass für 
eine vielfache Wurzel der Gleichung (35.) der zugehörige Werth des Ex- 
ponenten A im Allgemeinen unendlich gross wird, also eine Darstellung 
des Integrals in der Form (25.) nicht zu Stande kommt, weshalb wir hier 
bei der allgemeinen Betrachtung uns auf die ungleichen Wurzeln der er- 
wähnten Gleichung beschränken werden, von denen jede zu einem bestimm- 
ten Ausdruck für g(—) führt. 

Den Gedanken, zur Behandlung der vorliegenden Differentialgleichung 
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die Discussion der algebraischen Gleichung (36.) heranzuziehen, hat Herr 
Cayley angedeutet *), ohne jedoch einen weiteren Gebrauch davon zu machen 
als die Ableitung der Gleichung (35.) zur Bestimmung des Coefficienten 
A^ in G. Wie eben gezeigt, lässt sich mit ihrer Hülfe das Polynom G 
in seiner Gesammtheit herstellen. 

Es ist für unseren Zweck wichtig, nachdem einer der Ausdrücke 

g(—) im Normalintegral (25.) fixirt ist, den Werth des zugehörigen Ex- 

ponenten A von a?**) auf directem Wege zu bestimmen. 
Erinnern wir zunächst daran, dass 



X 



m 



■n De ^'} 



= X 



m-fl 



dx 



= —mA^--(fn—V)A,n^iX Ay^x 



m-l 



ist, und dass nach dem obigen Hülfssatz 



j./0«+i) 



D^e 



G 



(i) 



(r) ' 



WO D^ den Aten Differentialquotienten nach x bezeichnet, mit 






iO«+i) 




in den m ersten Gliedern der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
X übereinstimmt. Hieraus folgt, dass in denselben Gliedern 



j.i(»*-i-i) 



D^e 



o 



(i) 



.<^) 



durch la;'"+' 




ersetzt werden kann. 

Wir schreiben jetzt die Differentialgleichung (33.), nachdem wir sie 
mit a;'*^''*^^^ multiplicirt haben, in der Form 



*) a. a. 0. p. 287. Vgl. auch Thomi dieses Journal, Bd. 76, p. 292 No. 6, wo diese 
Gleichung bereits zur Bestimmung der einzelnen Glieder des Polynoms G benutzt ist. 

**) „But I do not see any direct or simple way of obtaining the corresponding equa- 
tiou for the exponent A of this subregular integral." Cayhm a. a. 0. p. 292. 
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(37.) a;"<"'+'^y<"'+j9,xf"-''^"'*^''y^"-*'+-+/>,_,x"'+'»'+/>„y = 0, 



worin, wie oben, 



(37".) 



{p, = (ll)aj"'4-(12)aj"'-»+-+(l, m+1), 
p„ = (aa)x'""+(a, a+l)x'""-'+-+(o, o(«i+l)), 
p, = (««)»•"'+(«, «+l)a;""'-'+ •••+(«, «(m+1)), 



und sabstitniren in der Gleichung (37.): 



(38.) 
80 wird, wenn wir zur Abkürzung 



o(l) 



X 



?.(wt + l)il_^ 



d^At) 



H-.) 



= Pz(x) 



setzen : 






y" = e"(v"+2r}'- 



m+1 '^ x'(wt+l) 






^2(m-|-l) 



+ 



I f ^n-1 

"r'»7 ^C«-l)(m+l) 






Die Gleichung (37.) wird demnach durch die Substitution (38.) transformirt in 



(39.) 



-H^Pn-iHn-l)Pn-2Pi+-'+2P,p,_,+p„_,)x'''^'ri' 

HPn+Pn--lPl+Pn-2P2+- + PlPn-l+P.)V = 0. 



Der Coefficient von ?/ geht aus der linken Seite von (34.) hervor, indem 
man ^;. mit P;. vertauscht. Da nun nach dem Vorhergehenden Px mit ^x 
in den m ersten Gliedern der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
X übereinstimmt, der Ausdruck auf der linken Seite von (34.) aber identisch 
verschwindet, so folgt, dass der Coefficient von tj nach steigenden Potenzen 



264 



Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen, 



von X geordnet, mit x'" beginnt. Setzt man nun, um die Coefficienten A, 
i?,„ -Bi, ... im Normalintegral (25.) zu bestimmen, in (39.) 

ri = x\B,+B,x+B2x''+-'), ^ 
so wird 

—-T- = ßo^-ßlX+ß2iE*^ — = «(1, 



(39-.) 



•1/ 



n 



n 



X 



A—'i 



A{A-\)B,,+{A+l)AB,x^{A+2)(^A+l)B^x^+- = ti^, 



(«) 



^^— - = A{A-l)...{A-(n-\))B,+{A+l)A...{A+\-(n-l))B,x 

+(^+2)(^+l)...(^+2-(«-l))ß2a:H- = «„. 
Durch Division mit 0;''+'" geht dann die Gleichung (39.) über in 

• • • + (« ^'«-, + (« - 1) P,-2Pi + • • • + 2F,/>,_, +/>,_,) «i 
H -z;^. «» = W> 



(40.) 



worin zufolge der obigen Bemerkung der Coefficient von iio eine ganze 
Function ist. Setzt man in (40.) x = und berücksichtigt, dass die Coef- 
ficienten von fi2? «^3? ... ^n resp. x"*, x^"\ . . . x^"""^^'" zum Factor haben, 
also für X = verschwinden, so erhält man 

ß..j^[«A',-,(0)+(«-l)P,_.(0)(l,iii+l)+... 
•.•+2F,(0)(«-2, («-2)(if,+l))+(«-l, („-l)(«,4-i))] 



+ 



Pn + Pn~lP, + l'n-7p^-\ \-P,Pn-i+Pn 



X 



»I 



i =0. 



und da J5o wesentlich von Null verschieden, so erhält man durch vorstehende 
Gleichung den gesuchten Ausdruck für A. Der Coefficient von A ist nach 
dem Obigen gleich 

nPr(0)+(ii-l)Fj-XO)(l, m+l)+... 

...+2P,(0)(fi-2, («~2)(m+l))+(«-l, (w-l)(m+l)) 

= n(-mA,,y-'+(n^lX-mA^y-\l, m+l)+- 

...+2(~-mAX»-2, (,i^2)(»i+l))+(^-l, (fi-l)(m+l)), 

welcher Ausdruck nur gleich Null wird, wenn —mA,„ eine vielfache Wurzel 
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der Gleichung (35.) ist. Für jede einfache Wurzel derselben, zu der, wie 

wir gesehen haben, stets ein zugeordneter Ausdruck für die Function g(—j 

existirt, erhalten wir also mittelst der Coefficienten dieser Function auch 
stets einen endlichen zugehörigen Werth für den Exponenten A in der 
Form *) 



(41.) 



^ = - 



X 



m 



jj • (-^//J? 



worm 



(p(x) = Pn(^)+^n-i(a:)Pi + -+Pi(^)p„-i+/?„, 

..fi) D e ^-^ 



P,(x) = X 



— ^K>n 



und 



...+2(-iii^J(ii-2, (,i-2)(m+l))+(fi-l, (ii-l)(m+l)) 

ist. /?i, ... p,n sind die in (37^) angegebenen Polynome. (p(x) ist durch a:"* 
theilbar. 

Es erübrigt noch die Bestimmung der Coefficienten i?u, i?i, . . . . 
Durch Einsetzen der Ausdrücke (39^) fUr u,,, tii, ... u^ in (40.) erhalten 
wir homogene lineare Gleichungen zwischen diesen Coefficienten, durch 
welche wir, nachdem nunmehr A bekannt ist, i?i, ßj? ... successive durch 
jBo linear ausdrücken können. Bemerken wir zuvor, dass x^""'^ die höchste 
Potenz von x in Pi ist. Denn 



/-.TO+l 



P^ = X 



"O 



dx 



= ~^ia:"'"^+ Glieder mit niedrigeren Potenzen von x. 



Ist nun der Satz für l wahr, also 



dann ist 



9 



•) Vgl. Thome, dieses Journal, Bd. 76, No. 6. 
Journal für Mathematik Bd. CHI. Heft 4. 
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und hierans 

in Berücksichtigung dessen, dass x"^ die höchste Potenz in D6( — ) ist. 
Folglich 

wodurch der Satz auch für k+l bewiesen ist. Vermöge dieses Satzes er- 
kennen wir, dass die höchste Potenz von x, die in den Coefficienten von 
tin9 w„_i, ... M,) in (40.) vorkommt, a:'"^"""^^ ist. In der aus der linken Seite 
von (40.) durch die Substituirung der Werthe (39^) für die u hervorgehenden 
Reihe enthält daher das mit x**^"'^""^^ multiplicirte Glied nur die Coef- 
ficienten 

und zwar ist ßj, multiplicirt mit 

(42.) j +(ll)(^+Ä)(^+Ä-l)...(^+&-(ii-2))+... 

wenn man beachtet, dass zufolge desselben Satzes /p"*^**"^^"^ die höchste 
Potenz in Pj^x"'^'"'^'^^ ist, mithin bei der Bildung des Coefficienten von Bj, 
kein P^ und von pi , .../?« nur die mit den höchsten Potenzen von x multi- 
plicirten Glieder betheiligt sind, fk ist vom uten Grade in Beziehung auf 
ky die Factoren von iS^+i, ßjfc+2, ••• ß*+m(»_i) sind, da an ihnen u„ nicht 
betheiligt ist, von niedrigerem als dem #iten Grade in k. Der Coefficient von 
^A:+„,(„_i) j^ (40.), gleich Null gesetzt, ergiebt daher zwischen den B eine 
Gleichung von der Form 

(43.) fkBk-\-fk-\-lBk-\-\-\ i-A+w(n-l)^A-|-m(n-l) == 0» 

worin /i das Polynom (42.) vom Grade n, f^+i^ . . . /"*+, ;,(«_!) Polynome von 
niedrigerem Grade in k bezeichnen. 

Aus dieser Form der Recursionsgleichung ersieht man leicht, dass 
der Quotient Bf,^^ : B^ sich mit unendlich wachsendem k keinem endlichen 
Grenzwerth nähern kann. Denn sonst hätte auch 

Bk^-X ßk+l Bk^2 Bk + X 

—^^-^^~ c^ • — — • • • — ^— — ^— ^— 

Bk Bk Bk+i ft+A— 1 



K 
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fllr &=oc einen endlichen Werth, während fk+i'fk für & = 00 verschwindet. 
Es mUsste daher auch 

fk Bk fk Bk fk Bk 

fUr & = oo verschwinden, was mit der Gleichnng (43.) nicht vereinbar ist, 
da nach ihr diese Grösse den Werth —1 hat. 

Hieraus folgt, dass eine mit den Coefficienten i?,,, ßi, ... gebildete 
unendliche Reihe 

für jeden von Null verschiedenen Werth von x divergiren muss. Ein 
Norraalintegral von der Form (25.) kann demnach nur dann existiren, wenn 
diese Reihe sich auf eine ganze Function reducirt. Dieses Ergebniss ist 
nur eine directe Bestätigung der Folgerungen, die wir bereits oben aus der 
Reihenform 

für die Integrale der Gleichung (23.) gezogen haben. 
Soll aber die Reihe 

B{f\- BiX-{-B2X -!-••• 

eine endliche sein, etwa aus k+1 Gliedern bestehen, so dass B^+i und alle 
folgenden Coefficienten verschwinden, so muss zufolge der Recursions- 
formel (43.) 

fk = (^+&)(^+&~l)...(^+&~(«-l))+(^+&)(^+&-l)...(^+M^-2))(ll)+." 

...+(y4+/f)(ii-l, n-l)+(n, n) = 

sein. Mit anderen Worten: 

Die determinirende Gleichung (33^) für die vorliegende Differential- 
gleichung (33.) 

p(p-l)...(p-(ii-l))+e((>- l)...(p-(ii-2))(ll)+-+e(;i~l, «-l) + (ii, «) = 

muss eine Wurzel haben von der Form 

Q = A+k, 

wo k eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. Dies war aber die 
andere Bedingung, die wir oben für die Existenz eines Normalintegrals von 
der Form (25.) abgeleitet haben, nur dass wir jetzt nach der Formel (41.) 

zu jedem der n möglichen Polynome g(— ) den zugehörigen Ausdruck für 

34* 
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A bestimmen können. Bemerken wir noch, dass in Folge der Voraus- 
setzung, wonach nicht zwei Wurzeln der determinirenden Gleichung sich 
bloss um ganze Zahlen von einander unterscheiden sollen, die Bedingung 

Q = A+k, 

falls sie für ein gegebenes A erflillbar ist, nur durch eine einzige Wurzel p 
erfüllt werden kann, wodurch dann auch die positive ganze Zahl & voll- 
ständig bestimmt ist. So viele also unter den n möglichen Normalintegralen 
existiren, so viele Wurzeln der determinirenden Gleichung sind mit ihnen, 
eine jede einem derselben entsprechend, verknüpft, und der Grad k der zu- 
gehörigen ganzen Function u^^ durch die Relation 

k = Q^A 

gegeben. Zur Bestimmung der k Verhältnisse zwischen den Coefficienten 

der Function Wo erhält man durch Einsetzen der Werthe (39^) für ii,j, «ii, ... u^ 
in (40.), worin ^4 jetzt bekannt ist, /r+m(»— 1)— 1 lineare Gleichungen, indem 
die Coefficienten von x^^ x^, ... a;»+'^*(«-i)-i auf der linken Seite von (40.) 
einzeln gleich Null gesetzt werden. (Der Coefficient von a:", gleich Null 
gesetzt, ergab die Bestimmung von A). Da die Anzahl dieser Gleichungen 
um m(n—l)—l grösser ist als die Zahl der Unbekannten, so kommt zur 
Bedingung k = Q—A noch die der Verträglichkeit dieser Gleichungen hinzu, 
was die Erfüllung von weiteren fw(»— 1)--1 Gleichungen erfordert. 

Abgesehen von dem Falle m = 0, der die unmittelbar zu integrirende 
Gleichung 



M. 



oi),<.-.,+^,,.-.>+...+i^, = 



liefert, die lauter reguläre Integrale hat, sind es nur die Fälle m = 1, n = 1 
und «1 = 1, » = 2, in welchen zu der Bedingung k = q —A keine weiteren 
Bedingungen für die Existenz eines Normalintegrals erforderlich sind. Im 
ersten Falle lautet die Gleichung 

Hier ist p = ^ = —(11), also die erste Bedingung von selbst erfüllt, indem 
Ar = ist, nnd man erhält 
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die Function Ui^ wird hier also eine Constante. 
Im zweiten Falle wird die Gleichung 

Dahin gehört die im ersten Abschnitt behandelte Gleichung. 

Hierher gehört auch die Ätcca/ische Gleichung. Denn die Gleichung 



geht durch die Substitution 



1 



über in die Gleichung 



/ 1 - \ ^'y I 2w du , 



welche eine der Formen ist, auf die die Riccafi^che Gleichung zurückgeführt 
wird. Die Fundamentalgleichung fUr die Exponenten, zu denen die Integrale 
von (44.) gehören, ist 

p(p-l)+(2-2m> = 0, 
ihre Wurzeln sind also 

Pi = 0, Qi = 2m^l. 
Ferner findet sich 

Ai = }/h, A = m. 

Die Bedingung also fUr die Existenz eines Normalintegrals ist 

m+& = oder m+k=^2m—l. 

Da keine dieser Bedingungsgleicnungen ^h enthält, so folgt jedesmal, wo 
eine derselben erfüllt ist, die Existenz zweier Normalintegrale. So oft also 
m eine ganze positive oder negative Zahl oder Null ist, ist das allgemeine 
Integral der . Gleichung (44.), also auch der /2tcca/tschen (45.) in endlicher 
Form darstellbar. 

Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchungen besteht demnach 
in Folgendem: 
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Die Gleichung 

,..,+(m+i^H....+ji^+i).),<-.. 
+(Ä+i|L+...+i?Äa),,.-.,+... 

hat zn Integralen das Fundamentalsystem 

worin p,, ... q„ die Wurzeln der determinirenden Gleichung 

(,(p-l)...((>-(«-l))+p((.-l)...((,-(»-2))(ll)+... 

sind. 9?,, ... y„ bezeichnen nach ganzen positiven Potenzen von — fort- 

OD 

schreitende Reihen, die für jeden Werth von x ausser für a? = convergiren 
und für a: = oo nicht verschwinden. Der Einfachheit wegen ist angenommen, 
dass nicht zwei der Wurzeln p sich bloss um ganze Zahlen von einander 
unterscheiden. 

Soll der Differentialgleichung durch ein Normalintegral genügt werden, 
so muss dieses durch den geschlossenen Ausdruck 

(46.) y = x^e ^'^f(x) 
darstellbar sein, worin 

g(—^ = -i^-f ^"'-^ 4 \-^' 



X / X^^ x"'~^ X 

und f(x) eine ganze Function bedeutet. Zur Bestimmung von G dienen die 
in der Umgebung von a: = gültigen Entwickelungen der durch die alge- 
braische Gleichung 

definirten Function v; hierin ist 

wobei zu beachten, dass für den vorliegenden Zweck von den Polynomen 
Pg die mit x'" und höheren Potenzen von x behafteten Glieder fortgelassen 
werden können. Erste Bedingung für die Existenz eines Normalintegrals 
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ist, dass es eine Entwickelung von v nach aufsteigenden Potenzen von x 
giebt, die in ihren m ersten Gliedern die Form 

hat. Das Aggregat dieser Glieder setze man gleich 

^ dx ' 

damit ist g(^ — j vollständig bestimmt, wenn man noch festsetzt, dass 6(- ) 

für a; = 30 verschwinden soll. Der Coefficient A,„ genügt der Gleichung 
«ten Grades 

...+(/i-l, (w-l)(m+l))(-mA,)+(/?, n(m+l)) = 0. 
Jeder einfachen Wurzel dieser Gleichung ist stets, einer vielfachen nur in 

besonderen Fällen ein Polynom g(--J zugeordnet. Ist g(--) gefunden, so 

erhält man den zugehörigen Exponenten A durch den Ausdruck 



worin, wenn 



4 fC^) 




AI) '^ 


) 



gesetzt wird, 

(p(x) = Pr,(x) + P^_,(x)p,+ '-+P,(x)p„_,+p, 
und 

ist. ^(a:) ist durch x'" theilbar. 

A ist stets endlich, wenn die zugehörige Wurzel der Gleichung für 

A„, einfach ist. Damit nun ein mit den gefundenen Exponenten g( -j und 

A behaftetes Integral von der Form (46.) existire, ist femer nothwendig, dass 

(}-A = k, 

wo & = oder eine positive ganze Zahl ist. p ist eine Wurzel der deter- 
minirenden Gleichung; bei der obigen Annahme über die Beschaffenheit 
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ihrer Wurzeln kann dies für ein gegebenes A nur bei einer Wurzel p statt- 
haben, k giebt dann den Grad der entsprechenden ganzen Function an. 
Als letzte Bedingung tritt dann noch die Verträglichkeit gewisser unmittel- 
bar aufzustellender linearer Gleichungen hinzu, deren Anzahl um «1(11— 1)—1 
grösser ist als die Zahl der Unbekannten. 

Zum Schluss sei noch eine Bemerkung hinsichtlich der Existenz 
endlicher Integrale mit gebrochenen Potenzen hinzugefügt, wovon ein Bei- 
spiel am Ende des ersten Abschnitts behandelt ist. Enthält die Entwickelung 
eines Zweiges der algebraischen Function v gebrochene Potenzen, und zwar 

gehe dieselbe nach ganzen positiven Potenzen von x"^ fort, so setze man 

wodurch die betrachtete Differentialgleichung in eine solche von der näm- 
lichen Beschaffenheit wie (33.) übergeht, nur dass m durch ma ersetzt ist. 
Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung werden 

«Pi, ap2, . . . «p„. 

Die zugehörige algebraische Function e lässt dann eine Entwickelung nach 
ganzen positiven Potenzen von § zu, und das entsprechende Normalintegral, 
wenn es existirt, hat dann die Form 

Die Bedingung für die Existenz desselben, in der Voraussetzung, dass 6(-t~) 

und A nach dem oben beschriebenen Verfahren bestimmt worden, lautet hier 

A-{-k = ap, 

wo p eine der Wurzeln pi, ... p„ und k eine positive ganze Zahl oder Null 
bedeutet. Hierzu treten dann noch die Bedingungsgleichungen daflir, dass 
die Differentialgleichung für 

u = e "^^^1 ^y 
durch eine ganze Function Äten Grades f(§) befriedigt werde. 

Setzt man für § seinen Werth a?* wieder ein, so erhält man 

Dieses in gebrochenen Potenzen von x dargestellte Integral ist eine lineare 
Verbindung der zu « Wurzeln der determinirenden Gleichung gehörigen 
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Elemente des Fundamentalsystems in der Umgebung von x = 0. Ordnet 

man nämlich vorstehenden Ausdruck, nachdem man für e ^*"^ die Reihe 
nach steigenden Potenzen von — ^ eingesetzt hat, in folgender Weise: 

A+k , 

+x-^(«._,+ti+i:-+...), 

worin a von Null verschieden ist, a,, ... a«_i aber auch gleich Null sein 
können, so ist y eine lineare Function von zu pi, pj, ••• p« gehörigen 
Elementen des Fundamental Systems, wenn 

A+k A+k—1 ^ A+k-fa^l) ^ 

wo Ji, ... J^^i positive ganze Zahlen oder Null bedeuten (ßx = 0, wenn a^ 
von Null verschieden ist). 

Diese Relationen sagen zugleich aus, dass die Differenz je zweier 
Wurzeln, zu denen die in y verbundenen Elemente gehören, eine rationale 
Zahl mit dem Nenner a sein muss. 

Berlin, December 1887. 



D r u c k f e hl e r. 
Seite 259, Zeile 4 v. u. x«('«h) für x. 
„ 268, „ 8 „ „ w = 1 zu streichen. 
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lieber die für eine homogene lineare Differential- 
gleichung dritter Ordnung zwischen den Funda- 
mentalintegralen und deren Ableitungen statt- 
findenden algebraischen Beziehungen. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



Merr Fuchs hat im 1. Bande der Acta Mathematica charakteristische 
Eigenschaften derjenigen linearen homogenen Differentialgleichungen dritter 
Ordnung entwickelt, für welche zwischen drei Fundamentalintegralen eine 
algebraische homogene Beziehung besteht: die vorliegende Untersuchung 
soll für eben diese Differentialgleichungen, sie mögen irreductibel oder 
reductibel sein, die Frage, und zwar nach einer auf lineare Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung anwendbaren Methode, beantworten, ob 
algebraische Beziehungen zwischen den Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen überhaupt exisdreu können und welcher Art diese sein müssen. 

Um zunächst gewisse specielle Formen solcher Beziehungen ins Auge 
zu fassen, mögen einige allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt werden, 
die auch für die Theorie der allgemeinen algebraischen Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung von Interesse sind. Sei tfi ein Integral einer 
in y^"'^ algebraisch irreductibeln Differentialgleichung mter Ordnung 

(1.) y^-^ ^ fix,y,y\...y^-'\ 

welches nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, 
und sei ein zweites Integral ^2 derselben eine irreductible algebraische 
Function von Xy y^ und dessen Ableitungen 

(2.) y^ = co(aj, y, , yl, ... y\"'-'^), 

so ergiebt sich durch Einsetzen von ^2 in (1.) mit Benutzung der Beziehung 

»i"*^ = f(x,y,,y\,...y^^'''') 
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und deren Differentialqaotienten die algebraische Relation 

(3.) F\x,y,,y[,...y[-'^\ = 0, 

welche der für y^ geraachten Annahme gemäss identisch sein muss; es folgt 
daraus, dass, wenn unter der Voraussetzung, dass rji irgend ein Integral der 
Differentialgleichung (1.) bedeutet, 

(4.) iy, = cü(a?, 77i,r/;,...Vr"'0 
gesetzt wird, auch rii ein Integral eben dieser Differentialgleichung sein wird. 
Sei das tji = y? entsprechende Integral 772 = ^3, entspreche weiter 
f]2 = y^ dem tii^y^, etc., so ergiebt sich eine Reihe von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) in der Form 

yi, y2 = «>(^^yi,y^.-.)» y3 = ö>0r,y2,y2,...)i y4 = 0>(a?,y3,»3, ...)7 • • •? 

oder, wenn man in y^ den Werth für y^^ in y^ den eben erhaltenen fttr j/j, 
u. 8. w. einsetzt und zur Abkürzung die Bezeichnung der iterirten Func- 
tionen einfuhrt, 

(o.) Vxi y2^^ix,y,,y\,...), yi = (o\x,y,,y\j...), y,== (o\x,yi,y[, ...), ... 

In der Gruppe (a.) sind sämmtliche Integrale algebraische Functionen des 
einen Integrales yi und dessen Ableitungen, und die Anzahl der Elemente 
dieser Gruppe wird im Allgemeinen unendlich gross sein, d. h. es wird sich 
im Allgemeinen keines der früheren Integrale durch Iterirung der cu-Func- 
tion wiederholen; wird jedoch j/ö+i=y^+i, so erhält man 

oder nach der angenommenen Bezeichnung 

oder endlich, wenn a = (}+^ ist, 

(5.) ^\x,y^^,,y^^,,...) = y^,,. 
Da wir uns «>^(^^y^+i,y^+i, ...) wieder vermöge (1.) auf eine algebraische Func- 
tion von Xy y^^.1, y'^+i, . . . y^+r^^ reducirt denken können, so wird, wenn wir 
annehmen, dass y^^^ nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung als der mten Genüge leistet — ^ und diese Bedingung 
wird unter der Annahme der Irreductibilität der Differentialgleichung (1.) 
jedenfalls erfüllt — die Gleichung (5.) eine identische, also durch jedes 
Integral der Differentialgleichung (1.) erfüllt sein, und somit wird auch die 
Beziehung bestehen 

(6.) (^\x,y,,y\,...) = yi, 

35* 
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woraus sich unmittelbar 

ergiebt. Für den Fall also, dass die Zahl der Elemente der Gruppe (a.) 
eine endliche ist, wird diese die Form annehmen 

worin (^\x,y,.y[, ...) = y, 

ist, und wir dürfen, wenn d die kleinste Zahl ist^ welche dieser Bedingung 
genügt, annehmen, dass alle Elemente der Gruppe unter einander ver- 
schieden sind. 

Sei nun, gleichgültig ob die Anzahl der Elemente der Gruppe (a.) 
eine endliche oder unendliche ist, ein in dieser Gruppe nicht enthaltenes 
Integral ?;i, so werden nach dem obigen Satze auch 

Integrale der Differentialgleichung (1.) sein, und für den Fall der Existenz 
der endlichen Gruppe (6.) wird auch wieder unter der Annahme der Irre- 
ductibilität der Differentialgleichung (1.) aus den oben angegebenen Gründen 
die endliche Integralgruppe folgen 

worin to^(i?, ^i, Vi, ..) = >?i; 

dass in dieser wieder sämmtliche Elemente verschieden sind, geht daraus 
hervor, dass die Gleichung 

^\^y nu »?M •••) = ^^(p3 Vii nu •••) auch ix)\xy ^1, y\, ...) = (i)^{x, y,, yl, ...) 

nach sich ziehen würde, und ebenso einfach folgt, dass nicht zwei Elemente 
der Gruppen (A.) und (Ap) einander gleich sein können, da aus der Annahme 

durch ((J— ;?)-fache Iterirung 

^\^y Vii Vu •••) = »?i = co^""'^^(a?, yi, y\, ...) 
folgen würde, was wegen der Annahme, dass tji nicht schon in der Gruppe 
(b.) enthalten sein sollte, unstatthaft ist. 

Fassen wir die gefundenen Resultate zusammen, so erhalten wir den 
folgenden Satz: 

Wenn für eine algebraische Differentialgleichung ein Integral eine irre- 
ductible algebraische Function u) eines anderen Integrales y^^ welches nicht sthon 
einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, dessen Ableitungen und der 
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unabhängigen Variabein ist, so lassen sich die unendlich vielen Integrale der 
Differentialgleichung in Gruppen von der Form ordnen 



{A.) 






i/te im Allgemeinen unendlich viele Elemente enthalten werden; ist die Diffe- 
rentialgleichung irreductibel y so werden die Gruppen entweder die Form (^.) 
haben y oder wenn die Anzahl der Elemente einer Gruppe eine endliche ist, 
die Gestalt 



(B.) 



fn 



n2 



Vs 






^(^,^2,^2,.^.), 



worin W^(a?, ^i , ^i , . . .) = 

worin co''(ir, i;,, '/ii --O = 
worin a>'^(ir^ 7/3, i;,, ...) = 



^21 

^3, 



fronet jerfe Gruppe gleich viele und unter einander verschiedene Elemente ent- 
hält, und die Anzahl der Gruppen selbst unendlich gross ist. 

Ist die Differentialgleichung (1.) eine lineare homogene, so dass jedes 
Integral sieh als homogene lineare Function von m Fundamentalintegralen 
mit Constanten Coefficienten ausdrücken lässt, so wird für den Fall, dass 
eines ihrer Integrale eine algebraische Function eines anderen und dessen 
Ableitungen ist, die aus demselben entstehende Gruppe 

tfu «^(^^»mJ/u-O» «^'(^^»u^m-Oi • • • 
so beschaffen sein müssen, dass höchstens die ersten m Elemente linear von 
einander unabhängig sind, und es lautet daher die erste Gruppe 

(«0 Hu ^i^^yuH'ii"')^ «^"(^^yu^M- )) • • • «>^"'(^. yu»u--Oi 

worin ^^m, 
wenn 

ist, und man sieht zugleich aus (70, weil diese Gleichung mit der als irre- 
ductibel vorausgesetzten linearen homogenen Differentialgleichung die Lösung 
9i, also auch alle Lösungen gemein haben muss, dass, wenn (o(x,yi^y[^...) 
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Statt y, gesetzt wird, 

oder 

«^^^'(^^ yn y'u •••) = Giyi4 Cia>(ir, y^, y[, ..^) + '"+C,^-x(o^~\x, y,, y\, ...) 

sein wird, und ebenso für alle folgenden Elemente der Gruppe, so dass die 
einzigen linear von einander unabhängigen Integrale der Gruppe (a.) die 
ersten i Elemente derselben sind — doch wird die gesammte erste Gruppe 
nicht alle Integrale zu enthalten brauchen, welche linear von den ersten 

1 Elementen abhängen. Sei nun y^ irgend ein anderes Integral der linearen 
Differentialgleichung, welches nicht eine lineare homogene Function mit 
Constanten Coefficienten aus den Elementen der Gruppe (a.) ist, so werden 
nach dem Früheren auch 

Integrale der Differentialgleichung sein, und zwar werden diese Elemente 
unter einander nicht in homogener linearer Beziehung stehen können, weil 
eine Relation 

^oy2+^i«^(a?, y2,y2,...)H — f-^A-i«>^"^(a?,y2, yi,...) = 

vermöge der Irreductibilität der Differentialgleichung 

nach sich ziehen würde, und eine solche Beziehung nicht stattfand; anderer- 
seits ist aber ebenso klar, dass die weiteren Elemente der Gruppe (/3.) 
sämmtlich nach dem Obigen lineare homogene Functionen mit constanten 
Coefficienten von den ersten i Elementen der Gruppe sein werden, es bleibt 
aber der Fall nicht ausgeschlossen, dass Elemente der Gruppe (ß.) mit denen 
der Gruppe (a.) in linearer homogener Beziehung stehen, also nicht alle 

2 iL Elemente der beiden Gruppen Fundamentalintegrale der gegebenen 
Differentialgleichung sein müssen. Nehmen wir nun ein Integral jfs, welches 
nicht eine lineare homogene Function von Elementen der Gruppen (a.) und 
(/3.) sein soll, so wird die Gruppe 

»3, ö>(ip^y3,ffi, ...)i • • • ö^^""^(^^y3?yi, .-.) 

die Eigenschaften der Gruppe (/^.) haben, u. s. w. Da aber die Anzahl der 
linear von einander unabhängigen Integrale gleich m ist, so wird für eine 
lineare homogene irreductible Differentialgleichung mter Ordnung die^ Amsahl der 
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Gruppen eine endliche, und wenn dieselben in der Form 

»2, «>(^, »2,^2, -Ol • • • "*^"'(^3y2, ffi, ...)i 



dargestellt werden, d<C.fn sein, wobei die Elemente einer Gruppe linear von 
einander unabhängig sind und eine höhere Iterirung als die {k—V)le nur eine 
lineare Function der Elemente derselben Gruppe liefert. 

Um von diesen Bemerkungen zunächst auf einen speciellen Fall des 
in der vorliegenden Arbeit zu behandelnden Problems einige einfache An- 
wendungen zu geben, werde hervorgehoben, dass, so wie zwei Lösungen 
einer irreductibeln algebraischen Gleichung (Zweige einer irreductibeln alge- 
braischen Function) sich bekanntlich nicht nur um eine rationale Function 
der unabhängigen Variabein unterscheiden können, offenbar auch zwischen 
zwei Integralen einer irreductibeln linearen homogenen Differentialgleichung 

(8.) y^"*^+f?iy^"*-^^+-+f..i»'+f?.» = 

nicht eine Beziehung von der Form 

yi = cy^+f 

stattfinden darf, wenn c eine Constante und f eine algebraische Function 
von X ist, oder noch allgemeiner, wenn f überhaupt das Integral einer 
algebraischen Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung als der mten 
ist Während dagegen für eine algebraische Function zwei Zweige in einem 
in der Variabein rationalen Verhältnisse stehen können , wobei dieses Ver- 
hältniss eine Constante und zwar eine Einheitswurzel sein muss, ergiebt sich 
fUr die Differentialgleichung aus der Annahme einer Beziehung 

(9.) g^ = f.y,, 

worin f eine algebraische Function bedeutet, dass in Folge der Existenz 
einer aus einer endlichen Anzahl von Elementen bestehenden Gruppe 

f^yi = c,,yi-\'Cify,+ C2f^y,-\ \-Cj,-,f^-'yi, 

und daher f eine Constante sein muss, also ^2 kein selbständiges Integral 
und somit die Annahme (9.) ausgeschlossen ist Die Annahme 

(10,) y, = f.yr 

für irreductible algebraische Gleichungen fahrt, von binomischen Gleichungen 
abgesehen, entweder auf die Bedingung, dass ,u eine complexe Einheits- 
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Wurzel ist, und somit auf die Unmöglichkeit der Relation (10.), da ^2 eine 
algebraische Function von x und y, sein soll, oder auf die algebraische Be- 
ziehung f/i ~ fyT\ während für eine lineare homogene Differentialgleichung 
die Beziehung (10.) vermöge der oben dargestellten Iterirung die Relation 

nach sich zieht, aus der sich gegen die Annahme ergiebt, dass fi jedenfalls 
irrational sein müsste, weil yi sonst eine algebraische Function von x wäre, was 
vermöge der IrreductibilitÄt der Differentialgleichung ausgeschlossen ist *). 

Es soll endlich noch eine lineare Beziehung untersucht werden, welche 
ein Integral und dessen Ableitungen mit einem anderen Integrale verbindet, 
und zwar soll für die irreductible lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 

(11.) y'" = Piy''+p.y+p,y 

die Möglichkeit der Existenz der Beziehung 

(12.) ^2 == fyi+gyi 

geprüft werden. 

Da die Anzahl der Elemente einer Gruppe mindestens 2 beträgt, so 
werden für die Differentialgleichung (11.) nur eine oder zwei Gruppen 
existiren können; im zweiten Falle werden dieselben lauten 

»M fyi+gyii 
^2, fy2+9y2i 

und da das dritte Element der ersten Gruppe eine lineare Function mit 
Constanten Coefficienten von den beiden ersten Elementen dieser Gruppe 
sein muss, so folgt 

f[fyi+9y'i]+9l/'yi+(f+9)yi+9yi] = c,y,+ c,(fy,+gy[y, 
woraus vermöge der Irreductibilität der gegebenen Gleichung 

r+9r = c,^+cj, f9+9(f+9')=^c,9, 9'^0, 

also fl' = 0, /■= const. folgt, also unmöglich. Besteht jedoch die erste Gruppe 
aus drei Elementen 

yii fyi+yyu fCfyi+yy'O+yifyi+if+y^y'i+yyili 

so wird das nächste Element eine lineare Function der drei ersten sein 
müssen, und man erhält somit 



*) Vergl. die allgemeineren Sätze in meiner inzwischen erachienenen Arbeit in den 
Mathematischen Annalen Bd. 31, Heft 2. 
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+(r+^9r+9%+2f9+99'+g'')y[H^f9+Sg^ 

= c.y,+c,(fy,+gy[)+c,[(r+9nyM^f9+99')y[+9Y^^^^ 
oder da diese Gleichung wieder eine identische sein mnss, 

(13.) Ur+^f9'+Sgr+g'p,+gg"+g'' = €,+ c,(2 n- g') , 

yr+^fgf'+g'p.+gr'+gg'r = c,+cf+c(r+gn, 

Bedingungen, die man auch erhalten würde, wenn man den Ausdruck 
yz = fyi+gyi in die Differentialgleichung (11.) einsetzt und die Eigenschaft 
ihrer Irreductibilität benutzt, so dass also, wenn PuPz^pi für beliebig ange- 
nommene constante Werthe von Ci, Ca, C3 und beliebig festgesetzte algebraische 
Functionen f und g aus den Gleichungen (13.) bestimmt werden, die mit 
diesen Coefficienten gebildete lineare homogene Differentialgleichung (11.) 
zwischen zweien ihrer particulären Integrale die verlangte Beziehung (12.) 
erfüllt. Betrachten wir zunächst den speciellen Fall, in welchem /'=0, also 

die Beziehung (12.) in 

(14.) y, = gy[ 

übergeht, so wird, wenn wir die Differentialgleichung dritter Ordnung in 

ihrer Normalform, auf die wir noch später zurückkommen, 

(15.) y" = p>y'+Piy 

gegeben denken, aus (13.) g = -ix-{-x folgen, und sich ans den beiden 
anderen Gleichungen 



(x^+O (-r^+'*)' 



ergeben, und somit die Differentialgleichung (15.) die Form annehmen 

'^'+"9 c 

(16.) »'"=,, V.9+/e V*' 

für welche in der That 

(17.) y, = {"^-^+y)y[ 

ist; man sieht aber zugleich, dass in diesem Falle die Differentialgleichung 
(16.) nie eine irreductible sein kann, da dieselbe durch die Substitution 

Journal für Mathematik Hd.ClII. Heft 4. 36 
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in die lineare homogene IJiiferentialgleichung dritter Ordnung mit constanten 
Coefficienten 

d'y o d'y 9c, dy 27c, _ ^ 
dt'~ ^ dt' cl dt c\ y '^ 

übergeht, von der drei Fundamentalintegrale 

K, = e""', Fa = «'"■', 73 = e""' 
sind, wenn m,, »«2, m, die drei Lösungen der kubischen Gleichung 

bedeuten; daraus folgt aber für die Differentialgleichung (16.), dass sich 
ein System von drei particulären Integralen in der Form ergiebt: 

und man sieht, dass fUr jedes Integral 

die Gleichung (17,) erftlUt ist; zugleich aber folgt, dass die Differential- 
gleichung (16.) gar keine irreductible Gleichung ist, indem das particuläre 

Integral Yi = y-^ x+xj schon der linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung gentigt 

dY m,c^ Y 



dx 3 c, , ' 

so dass mithin keine reducirte irreductible lineare homogene Differentialglei- 
chung dritter Ordnung existirt, für welche zwischen zwei particulären Inte- 
gralen eine Beziehung von der Foim (14.) stattfindet. Behalten wir aber die 
allgemeinere Beziehung (12.) für die Differentialgleichung (11.) bei, wofür 
sich als nothwendige und hinreichende Bedingungen die Gleichungen (13.) 
zur Bestimmung von pi, p2^ pz ergeben hatten, so folgt unmittelbar unter 
der Annahme, dass f nu&g ganze (oder auch rationale gebrochene) Functionen 
von X sind, von welchen der Grad der ersteren kleiner ist als der der letzte- 
ren, dass, wenn der Grad von g der pte ist, pi eine rationale Function von x 
sein wird, deren Zähler höchstens vom Grade p— 1, und deren Nenner vom 
Grade q ist, p2 eine rationale Function, deren Zähler höchstens vom (2p— 2)ten, 
deren Nenner vom 2pten Grade, und p^ endlich eine ebensolche Function 
ist, deren Zähler höchstens vom (3p— 3)ten, deren Nenner vom 3pten Grade 
ist; wir finden somit, dctss die nothwendige Bedingung dafür , dass eine irre^ 
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dvctible lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen zweien 
ihrer Integrale y^ und y^ eine Beziehung von der Form y2=' fyi+gy[ besitzt, 
in welcher f und g ganze Functionen der unabhängigen Variabein sind, von 
denen der Grad von f kleiner als der von g, die ist, dass dieselbe zu der 
Fuchs sehen Klasse von Differentialgleichungen gehört, worin die Form der 
Coefßcienten durch die Gleichungen (13.) charakterisirt ist *). 

Ich gehe nun hier nicht weiter auf die Untersuchung der Frage ein, in 
welchem Zusammenhange die Existenz von Gruppen mit einer endlichen 
Anzahl von Integralelementen von linearen homogenen Differentialgleichungen 
mit der festen Fundamentalform der Fuchs^chen Klasse steht **), der Zweck 
des Vorausgeschickten war nur, zu zeigen, welche Methoden man zur Unter- 
suchung der Möglichkeit der Existenz von algebraischen Beziehungen 
zwischen particulären Integralen und deren Ableitungen für eine vorgelegte 
Differentialgleichung anwenden kann; ich gehe nun aber zur Behandlung 
der allgemeinen Frage, welche den Gegenstand der vorliegenden Abhand- 
lung bildet, ttber, die möglichen allgemeinen Relationen zu untersuchen, 
welche zwischen den particulären Integralen und deren Ableitungen zunächst 
fttr eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung stattfinden. 

Sei die gegebene Differentialgleichung 

(18.) z'" = P,z''+P2z'-\-P,z, 

in welcher pi, P29 Ps algebraische Functionen von x bedeuten, so kann diese 
durch die Substitution 

(19.) z = c^^^'^.y 

in die Normalform der linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung 

(20.) y'" = p,y'+p,y 

umgesetzt werden, worin pi^ p^ wiedenim algebraische Functionen von x 
sind, welche durch die Gleichungen 

(21.) p, = -p;+^F{4-P2, p. = -^P['+^PiHPiP'^+P^ 

^) In meiner oben augefühi-ten Arbeit in den Mathematinchen Annalen ist gezeigt, 
das8 eine solche Differentialgleichung dann gamicht irreductibel sein kann, und dass 
irreductible lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung überhaupt nie gestatten, ein 
Integral als algebraische Function eines anderen, dessen Ableitung und der unabhängigen 
Variabein darzustellen. 

*^) eine Untersuchung, die der Abel» von der algebraischen Auflösbarkeit irreduc- 
tibler algebraischer Gleichungen analog ist, deren Lösungen rationale iterirte Functionen 
einer derselben sind. 

36* 
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bestimmt sind*), and für lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung in 
dieser Normalform behandeln wir zunächst die aufgeworfene Frage. 

Bestehe t\lr die Differentialgleichung (20.) zwischen drei Fundamental- 
integralen jTi? Vit Vi und deren ersten und zweiten Ableitungen — höhere 
Ableitungen lassen sich durch die Differentialgleichung (20.) auf algebraischem 
Wege herausschaffen — die von der stets stattfindenden Relation 



(22.) D - 






Vi Vi 

y'i y'i 



y\' yl y'^ 



= a 



in welcher a eine bestimmte Constante bedeutet, verschiedene algebraische 
Beziehung 

(23.) F(x, yi, y[, y[\ y„ yi, »2', ys, ^3, »O = 0, 

welche also D—a nicht als Factor enthält, so wird die Differentiation von 
(23.) nach x^ wenn man sich yj", yV, y'^" wiederum vermöge (20.) algebraisch 
weggeschafft denkt, eine der Relation (23.) ähnliche zwischen denselben 
Grössen 

(24) F,(x, yi, yl, y[\ y„ yi, yi', ys, yi, yi') = 

liefern, deren Unabhängigkeit von (22.) und (23.) zunächst zu untersuchen 
ist**); es soll gezeigt werden, dass die Existenz der beiden Relationen (22.) 



*) Mit Rücksicht auf das Folgende mag schon an dieser Stelle bemerkt werden, dass 
die lineare Differentialgleichung 



durch die Substitution 



in welcher 5, irgend ein particuläres Integral der Differentialgleichung bedeutet, in die 



j5 = 5,/ya, "'-^e '"-^•^ dx, 

em partici "" 
Normalform der linearen Differentialgleichung (m— l)ter Ordnung 

übergeführt wird, in welcher Pg, p^, ... p,„ ganze Functionen von »7^, &\, ä'/, . . . »("*-0 
bedeuten. 

**) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die Frage nach der Unabhängig- 
keit der differentiirten Relationen eine wesentliche ist, indem z. B. die Differentiation 
der Beziehung (22.) die Identität 

yi »2 Vz 

y\ y\ y\ =0 

/^^yi+Ps^i /'ai/i+Psy» p^y'z+PzV^ 

liefert, während z. B. die für die Differentialgleichung 



Vi 


y» 


y. 


y\ 


y'. 


*; 


yr 


y7 


yT 
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und (23.) iiothwendig noch eine von diesen beiden verschiedene Beziehung 
zwischen denselben Grössen hervorruft, welche entweder durch (24.) dar- 
gestellt ist oder in ganz bestimmter Weise aus (23.) hervorgeht. Wir unter- 
scheiden bei der Untersuchung die drei Fälle, in denen (24.) identisch ist, 
oder F als Factor hat, oder endlich D—a identisch enthält, und somit keine 
von (22.) und (23.) verschiedene algebraische Beziehung zwischen den 
Fundamentalintegralen und deren Ableitungen liefern würde. 

Wäre nun 

I. die Gleichung (24.) eine identische, so dürfte man statt jfi, yz^ y^ 
ein beliebiges System von drei Integralen setzen, und es müsste somit, da 
(24.) durch Diflferentiation aus (23.) mit Benutzung der DiflFerentialgleichu ng 
(20.) selbst hergeleitet war, auch für diese drei willkürlichen Integrale die 
linke Seite der Gleichung (23.) eine Oonstante werden, also eine Gleichung 
von der Form bestehen 

ro^ \ f^'^^ ^hiVi+f^nyi+fhzy^, fh^y^-\-^^lzy2+^^l^y\, i^nyi+^izy2+.u,jyj\ 

worin F die ganze Function der Gleichung (23.), ,ai,, /j^^i f^isi fhu ."22? /«%7 
.^311 f^yzi .^'33 willkürliche Constanten und x eine von diesen Grössen ab- 
hängige Constante bedeutet, und wir hätten sodann in den Gleichungen 
(23.), (24.), (25.) drei algebraische Beziehungen in den drei Fundamental- 
integralen und deren Ableitungen, deren Existenz wir ja grade nachweisen 
wollen. Nur dann würde der Schluss in diesem Falle ungültig sein, wenn 
die Gleichung (25.) entweder identisch wäre, was nicht möglich ist, da 
dann auch die dem speciellen Werthesysteme der ,a-G rossen entsprechende 
Gleichung (23.) es sein müsste, oder wenn (25.) den Factor D—a enthielte, 
was ebenfalls nicht angeht, da dieser von den ^-Grössen unabhängig ist, 
derselbe also auch, was nicht der Fall sein sollte, in (23.) enthalten sein 
müsste;, oder endlich wenn (25.) die Function F der Gleichung (23.) als 
Factor enthielte und somit wieder nicht drei selbständige Gleichungen ent- 
stünden*); dass aber auch diese letztere Annahme nicht statthaben kann, ist 



geltende Relation 

yiy'2-y'jy\ = cc~>'^ 

durch Differentiation in sich selbst übergeht. 

*) und ähnliche Schlüsse gelten für die Annahme, dass sich die linke Seite von (25.) 
in zwei Theile zerlegen lässt, welche resp. die Factoren F und D — a enthalten. 
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leicht zu sehen *), wenn vorausgesetzt wird , wie es geschehen, dass das F 



*) Denn angenommeu. es wäre 
identisch für alle ft und y, y\ y", so folgte, wenn 

y. = y\ = y': = y,= y\ = y'i = y.= y\ = i/V = o, FCa-,o,o, ...o) = i 

gesetzt wird, 

L— X = K,L, oder x = L — K.L, 

da der Identität von (1.) wegen die Gröase K die y, y\ y" nicht enthalten darf, und 
daraus, wenn 

i^(^y y^ y'p 2/7. y.^ y\^ y'i^ y^^ i/i. y. )-^ = /"(«> y„ y'i, y7 . y., yU y'i ^ y^^ yi. yi') 

gesetzt wird, die für alle Werthe der fi, y, y\ y" gültige Functionalgleichung 

(2.) f(^,^^,y, 4-^,2^2 + iti,,y„..0 = Ä'./'(x,y„y;,y;',y,,..0, 

in welcher x als Parameter auftritt. Setzt man in (2.): 

y. = 1, y\ = 0, y': = 0, y, = 0, y', = 1, y'; = 0, y, = 0, yi = Ü, yi' = 1, 

80 ergiebt sich, wenn wir der Kürze halber den Parameter x au« der Bezeichnung her- 
auslassen, 

worin A nur von dem Parameter x abhängt, und somit aus (2.) 

f(^,iyi+i^ijya+^i3y39^iiy'.+A^isyi+^8yi9 
(4.) ^ f^i^! +^,>ya +f^.,y3 . ^iy,+f*«y,+^,sy„ ...) 

= ^•/■(yp yu yV 9 y«» yi^ y^ yi. yi. yi )f(^,ii ^,8, i",3i ^,11 f««9 ^«1 /^in i^^^ 

Setzt man hierin /u,, = ^„ = fi„ = f*„ = fi„ = fi„ = 0, ju,, = ^,3 = 1, so folgt 

K^i.yM i".iyi9 f^.iyV» y«. y',, yV, y„ yi, yi') 

= .l.f(^„, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, l)/'(y., y;, y7, y„ y',, y'/ , y., y',, y'/), 

und somit die Function f sowohl in Bezug auf ihre drei ersten, sowie auf ihre drei 
zweiten und auf ihre drei dritten Argumente homogen und kann somit in die Fonn ge- 
setzt werden 

f(y„y\,y':,y.,y'.,y'i,y„y',,y'D = <'y',y'.y';!v(^. f , ^, ^, ^*, ^> 

»1 »1 "« "s y» Vi 
Danach geht die Beziehung (4.) in 

(MiiJ, +f^,tyi+H'i,y,y(ßtiy> -^ ^»sy, +/«„y,)'0*„y. +^„y, +f« „y,>" 

^■y'.-^/'■^y^+*«„y; /*,,y','-+f«„y;'+/*„y',' 



(5.) 



Xv» 



/*iiyi-i-^..y.+^..y. ' /*i.y. -f/*.,yj +i»i.y, 
^.ly'i + M»»y'» 4 ^»y» f*„y"+f*»y" + ^«yV 



/*».yi +f««y,+f*«y, 
f*.iyi+^«y',+/*3*y'. 



/*iiyi -i-f«„y,+ft„y, 



= C.Oi„y,>(^„yJ(^,.yJ'"y(-^, ■^, ^22 

r^ii r*ii P*2i 



fj,y, +^yj +f««yi 
(*t,y 'l+f*tiy't+f*»y» 
^jiyi+^a>y»+^isyj 

^22 r*j| f*j2 



^»1 ^. 
^y. yi y. y. 



) 



y'a 



Mi, 
y. "^ 
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der Gleichung (23.) den Factor D—a nicht identisch enthält — es ist 
somit die Annahme des Falles L erledigt. 



über, worin C eine von den Grössen f*, y, y', y" unabhängige Zahl darstellt, und die 
rf- Function eine ganze Function der eingeschlossenen Argumente bedeutet. Setzt man 
nun, indem man die 7) -Function in Bezug auf das letzte Argument irreductibel an- 
nehmen darf, 



woraus sich 



(6.) fJ ^-1»-, iii«_, ilM-, i^, -^A«-, J^^±A = 0, 

r*3i f*^ii "11 r'ai p*ji f^ji 



ergeben mag, so muss vermöge (5.), da die rechte also die linke Seite für diese Bezie- 
hung der f4-Werthe für beliebige Werthe der y, y', y" verschwindet. 



(8.)i 






y,+-Tr-y^ +'^C^)j/. 



rin f*n fiii (^i\ 



' 9 



y.+;;"-y.+ ^"-y. y. + c— y» •+ ;; -y. 



^81 ^31 Itn. rai IKi ^si 

yi+T y« • .. ys y> ' .- y« ' ^^ "3 y» • t; — 1^3 "T 



sein für willkürliche Werthe der ^ und y, y\ y". Durch Substitution von y, = ^5 =y3 =0 
folgt aus (8.), wenn 

y\ + -^^y; y': + ^y^ y'. + -J^yi 

f*ii y f^u V L_U V 

— I' -, — 3' 7, — '■35 



2 



also 



gesetzt wird, 



y,+-~y. y.+ a"»' y,+-^-y 

A*ii r'n ^31 

yi -r - — y» ^^'^"u — y» 

r'tl __ y r:li___ =::; V 

«'.+-?-»' *' y'+-^-y' 



y'.'y'-y'.y'; _ ^v.-y.y. y.yL-y.y" _ J.-J. 

" y,y'-y.y\~ ~ y^-y: ' y.y'.-y^y', ~ n- ^f 

y Y— y Y 4-fY VW 



wodurch wegen der Willkürlichkeit der Argumente Y,, F„ Y,, F^, Yj. die Form der 
^-Function festgestellt ist; und somit die Auflösung der Gleichung 

(10.) <iP(y„ y„ y„ y„ y„ yj = 
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Würde 

IL die Gleichung (24.) F als Factor enthalten, so mUsste, weil Fi 
das nach x genommene Differential von F ist, die identische Zerlegung 



vermöge (7.) und (9.) 



Y = r,n-r.F,+(r,-r jr, 



oder 



y — y 

's ' I 



(10.) <p(\\, r„ y,, y„ y„ rj = m 



1 y y 
1 y y 
1 r. r. 



liefert, worin M eine algebraische Function von x liedeutet. Darau» folgt al)er 













y. 


y; 


y',' 


y'! 


y\ 


1 


y; 


y',' ) _ « 
y. ^ y,y,y3 


y» 


y; 


y'; 


y. 


y. 


tfj^ 


y» 




/ 


if 












y. 


yi 


y" 



und setzt man diesen Ausdruck in die Functionalgleichung (5.) ein, so erhält man 

(^iiyi+f*i>yi+^i3y.)'~'(^üiyi+^j>y2+^«ya)'~'(/*8.yi+^„y,+^3,y.)"-' 

= C(M„yJ-'(^„y,)'-'(f*„y,)"'->.«. 

und hieraus folgt k = 1, / = 1, »1 = 1, so dass 



(12.) f(y, , y', , y'; , y, , y[ , j,',' , y, , y', , y'/ ) = 



1 



yi yi 
y> 



y',' 



y; y'; 



.M 



ys y> y> 

wird, worin A zunächst noch eine beliebige algebraische Function von x sein darf, damit 
die Form (12.) der Functionalgleichung (4.) Genüge leistet, und K nach (2.) durch den 
Au.sdruck bestimmt ist. 



K = 



f*l, H-ii f*M 
f^ii f*ii f*it 
f'm l*ii ^31 



und daher 



1 



(13.) F{x, y, , y\ , y'/ , y„ y'„ y'^ , y„ y\, y',' ) = L+ -j 



y> 



y. 



y; 



y" 
y;' 
y'; 



])a endlich hierdurch die Functionalgleichung (1.) erfüllt sein soll, so muss 

^11 ^li ^13 

(14.) k = L--L 



i^ai ^a« ^ 



23 



^31 A*,V f*33 I 

sein, und es wird in der That die Functionalgleichung (1.) erfüllt, was auch A und L 
für algebraische Functionen von x sein mögen, wenn nur k durch (14.) bestimmt ist. 

Die obige Beziehung (23.) zwischen den drei Fundamentalintegralen und deren 

Ableitungen würde somit nach (22.) in L-f-j =0 übergehen, was nicht möglich ist, 

es müsste also (13.) selbst in (22.) übergehen, was ebenfalls ausgeschlossen wurde. 



(28.) [ 
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bestehen 

v^"v ^^^p^ ^V^^ Sfn afn Jrn y2? y^? ya? !f3j ya» y3>0 

worin auf der linken Seite die Grössen yl", yi", yi" vermöge der Differential- 
gleichung (20.) in linearer homogener Weise herauszuschaffen sind, und P, 
wie sofort aus der identischen Gleichheit der beiden Seiten von (26.) er- 
sichtlich, eine ganze Function von x darstellt, die von y, y', y" frei ist. 
Da nun (26.) identisch ist, so wird sie auch bestehen bleiben, wenn man 
für yn y2» ya beliebige andere Integrale einsetzt, und daher wird die Re- 
lation stattfinden 

(27.) dx 

\ = F(x,,tt„y,+^„y,+,w„y„ ...)P, 

vrelche, mit (26.) zusammengestellt, 

'Pi^y j"ii»i+/«j2»2+.«ijyj, f^ny\^-^nil^rh'■xiy\', J«ny'i'+i««yi'+j"ijyi', .••) 

= C. Fix, y„ yl, y'i', yj, yi, yi', y,, yj, yj') 

liefert, deren Unmöglichkeit nnter den gemachten Annahmen eben erwiesen 
worden. 

Wäre endlich 

III. D—a in der linken Seite von (24.) enthalten, so dass identisch 

(29) / ^t(*>yi.ffl»»l'>y2>ffi»»i'»»3,yi,y;') 

1= (ß-o)/"(3',y„y'i,y'i',y2,yi,»i',y3,yi,9i') 

ist, so wird man für yi, y,, ya' auch 

y3+«»iffi+«»2ff2, yi+»»iyl+«»2yi, yi'+«»iyi'+»«2»i' 

setzen können nnd erhält, da D nach (22.) durch diese Substitution unver- 
ändert bleibt, 

(SO) ! '''iC^*y«'»''yMy25»i,y2',y3+»»,y,+in2y,,...) 

1 = {D-a)f{x, y„ y;, y',', y^, yi, yi', y3+«»iyi+»»2y2, ...)i 
so dass also auch für das Fundamentalsystem y,, y2, yj die Relation besteht 

y3+«»iyi+ffl2y2,y3+»»iyi+'»2yi,yi'+»*,y'i'-|-»i2y2') = 
für willkürliche Werthe von m, und «ij, und somit wieder 

y3+»»,y,+»»2y2,yi+«»iy'i+w2yi,y3'+«»i»'i'+«»2yi')— 3f = 0, 
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worin x eine von m^ nnd f7i2 abhängige Constante bedeutet. Ist nun diese 
Gleichung mit (22.) und (23.) zusammengehalten eine selbständige, so 
hätten wir wiederum, wie es verlangt wurde, drei von einander unabhängige 
algebraische Beziehungen zwischen den drei Fundamentalintegralen ^1,^2? ys 
und deren Ableitungen ; im entgegengesetzten Falle kann zunächst die linke 
Seite von (32.) D—a nicht identisch enthalten, da iWj und iwa beliebig sind, 
also auch Null sein könnten, die linke Seite von (23.) jedoch D^a als 
Factor nicht enthält; es kann auch die Gleichung (32.) nicht eine identische 
sein, weil, dann auch (23.) eine solche sein mtisste — es bleibt somit nur 
noch die Frage zu erörtern, ob die linke Seite von (23.) in der linken Seite 
von (32.) als Factor identisch enthalten sein kann, oder ob die Gleichung 
bestehen kann 

(33.) ff3+Wiyi+fW2y2, ya+^iy 1+1^2^2, y3+fniy['-\-m2y2)-x 

= ^(^3 yii y'i^ yii »2, ^2, »2', ys, yi, y3)^P, 

worin % nur von Wj und 1112, P der Identität wegen nicht von 

yij y[i »M ^2, »2, y'z, ya, ys, yi' 

abhängt. Entwickelt man auf beiden Seiten nach steigenden Potenzen von 
nix und f»2 und setzt die Coefficienten der ersten Potenz von tni einander 
gleich, so erhält man, wenn man beachtet, dass sc^=„^^f^ = 0, P,„^=„^o = 1 ist, 

worin A und B von den y, y\ y' unabhängig sind — aber diese Gleichung 
kann, da sie eine identische sein soll, nicht bestehen; denn sei X die höchste 
Potenz, zu der ^3 in F erhoben ist; ferner die höchste Potenz von yi, die 
mit y\ multiplicirt in F vorkommt, die .ate; endlich die höchste Potenz von 
yi', die mit y\y'^ multiplicirt in F enthalten ist, die i^te, so wird das Glied 
E yl y'/ y'j''' , worin E von yj, yi, y^ unabhängig ist, in F enthalten sein, 
also auf der rechten Seite der Gleichung (34.) vorkommen, während die 
Gestalt der linken Seite dieser Gleichung zeigt, dass die gleichzeitige Ver- 
bindung der i, fi, i^ten Potenz der Variabein ya, ya, yi' in dieser nicht mehr 
enthalten ist. 

Nachdem somit die drei Fälle L, IL, III., und zwar wiederum mit 
Ergänzung ähnlicher Schlüsse fUr die in der obigen Anmerkung bezeichnete 
Annahme, dahin erledigt sind, dass sie sich entweder als unmöglich heraus- 
stellen und danach die drei Gleichungen (22.), (23.), (24.) drei von einander 
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unabhängige algebraische Beziehungen zwischen drei Fundamentalintegralen 
und deren Ableitungen liefern, oder dass, wenn dieselben möglich wären, 
eine andere algebraische Relation zwischen diesen Grössen an die Stelle 
der Gleichung (24.) träte, können wir den folgenden Satz aussprechen, 
der der weiteren Untersuchung zu Grunde gelegt wird: 

Wenn für eine lineare homogene DifferenticUgleichung dritter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamental- 
integralen derselben und deren Ableitungen besieht, so existirt ausser derjenigen, 
welche stets die Determinante des Fundamentalsystems einer Constanten gleich 
macht, immer noch eine von diesen beiden unabhängige algebraische Relation 
ztoischen eben diesen Grössen. 

Bestehen nun ftlr die Differentialgleichung dritter Ordnung 

(35.) y"' = p^y'+p^y 

die Gleichung (22.) und eine davon ' unabhängige algebraische Beziehung 
zwischen drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen, somit nach 
dem eben bewiesenen Satze drei von einander unabhängige Relationen 
zwischen diesen Grössen, so können wir diese auf die Form gebracht denken 

^3 = Fo(x,y,,y[,y[',y2,y2,y'z), 

(36.) y; = Pi(x,y,,y[,y^,yz,y',,y2\ 

yz = P2(x,y,,y[,y';,y.,,y[,y^y, 
setzt man nun 

(37.) y = y.fzyT^dx 

(in 35.) ein, so erhält man 

(38.) z" = (iyTY^-^yr'y\'+pOi, 

für welche Differentialgleichung wir die den beiden Integralen y^ und y^ 
nach (37.) entsprechenden Integrale z^ und «3 nennen wollen. Diese beiden 
Integrale sind nun auch Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (38.); 
denn angenommen, es bestünde zwischen ihnen die homogene Relation 

SO ergäbe sich aus (37.) 

(39.) 02(yiyi~ff2yl)+a3(jfijf;-y3»i) = 0, 

woraus einerseits durch Differentiation 

(40.) a,(y,y';^y,y[')+a,(y,y','--y,y[') = 0, 

andererseits durch Multiplication von (39.) mit y['^ von (40.) mit y[ und 

37* 
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Snbtraction 

(41.) a,{y',y':-^yW^)+a,{y',y'^^y[y'^) = 

folgt, und setzt man die ersten Theile der drei Gleichnngen (39.), (40.), 
(41.) durch die zweiten ausgedrückt in die durch (22.) gegebene Beziehung 

y3(yly2'-y2yr)-y3(»iy2'-y2yl')+ffi'(yiy2-y2yl) = a 

ein, so folgt — ^ = 0, also die Unmöglichkeit der Annahme, wenn a von 

Null Tcrschieden, d. h. y,, ^2? yz ein Fundamentalsystem von (35.) war. 
Aus der ersten der drei Gleichungen (36.) ergiebt sich nun nach (37.) 

ßiy^^dx = — F,,{x, yi, y\, yl', yxfz^y^^dx, y\ß2yT^dx+Z2yx^ , 

yi'y«2»r*rfii?+i«2yr*yi+Ä2yr*) 

und durch Differentiation mit Benutzung von (35.) und (38.) 

(42.) «3 = K^^, yi, y\, yl', «2, «i, J^ss^yT^dx), 

wobei es wesentlich *) ist, dass z^ explicite ohne Ableitung in dieser Gleichung 
vorkommt; setzt man diese Gleichung in die Form 

(43.) fz^y^^dx = 75(a?,yi,y;,y;',«2,a2,a3), 

worin tp von z^ nicht unabhängig ist, so folgt wiederum durch Differentiation 
mit Benutzung von (35.) und (38.) 

«2 = v^(^,yi,yuffu«2,Äi,Ä3, «3)7 

worin ^53 der gemachten Annahme gemäss enthalten sein mms^ oder endlich 

(44.) cü(a?,yi,y;,y;',«2, «2,Ä3,Ä3) = 0. 

Man sieht auch sogleich, dass diese algebraische Beziehung zwischen 
zwei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen der Differentialgleichung 
(38.) nicht etwa die stets stattfindende 

(45.) «2 «3—23 «2 = c 



*) Nur um die Möglichkeit auszuschliessen, dass durch Einsetzen von 

y« = yJ^^VT^dx und y, == y^J%^y-idx 

in die Beziehung (23.) 2,, s, und deren Ableitungen herausfallen, worauf die ganze 
folgende Betrachtung fusst, habe ich den obigen Satz von der Existenz dreier unab- 
hängigen Relationen erwiesen, welcher die Möglichkeit der successiven Einführung von js, 
und 9, gewährt. 
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sein kann, worin c eine Constante bedeutet, da die Substitution von 

in (45.), wie unmittelbar zu erkennen, diese Beziehung in die von der ersten 
Relation (36.) verschiedene (22.) überführt*). 



*) Wir wollen diese Reduction für den Fall ausführen, dass die gegebene algebraische 
Beziehung (23.) die Ableitungen der drei Fundamentalintegrale garnicht enthält, dass 
also eine algebraische Relation 

(a.) /^(^, y„ y„ 2/3) = 
zwischen den drei Integralen besteht, welche der ersten Gleichung (36.) analog geschrieben 

lauten möge; dann wird 

y»8»7*^« = yK^> »1' Vi/^^yT^^^) oder «3 = (f(x, y„ y\, »„ Jz^y-^dx^ 

oder Ja,y-;idx = yj(ix,y^,y\,z,,sij, 

und daraus wiederum durch Differentiation 

(y.) w(a?,y„y;,y7,»„»;,a„5;) =.0. 

Für den Fall, dass (a.) eine ganze homogene Function der drei Fundamentalinte- 
grale mit Constanten Coeflicienten ist, können wir dieselbe in die Form setzen 

(''»(-^' f-) = ^^^^ 1'if\y^^dx,ß,y'\dx)=^0 

I oAqv Jz^yj^dx = ff(^JsyT^dx), 

oder durch Differentiation 

setzt man statt dessen 

und differentiirt wiederum, beachtet ferner, dass 23*,— »3 »j =a ist, worin a eine Con- 
stante bedeutet, so erhält man 

(«0 »2^7* =;i^'(-r')^ ^^®^ ^s = »»<«"'Ä5yr*), 

und 6< besteht somit unter der Annahme einer homogenen Relation zwischen den drei 
Fundamentalintegralen der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische 
Beziehung »wischen den entsprechenden Fundamentalintegralen der reducirten Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit Adjungirung eines jener Fundamentalintegrale. 

Die oben weiter geführte Untersuchung wird sehr bald die Bedeutung dieses eben 
hergeleiteten und so unmittelbar ersichtlichen Satzes, welcher die einfachste Bedingung 
für die Reductibilität der Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert, ergeben. 
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Wir finden somit den folgenden Satz: 

Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Beziehung sswischen drei Fundamental- 
integralen derselben und deren Ableitungen besteht, so existirt auch stets für 
die mit Hülfe eines dieser Integrale abgeleitete lineare homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in der reducirten Form eine algebraische Relation 
zwischen zwei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen mit Adjungirung 
jenes einen zu Hülfe genommenen Integrales und dessen Ableitungen. 

Es bleibt nun die Frage zu erörtern, unter welchen Bedingungen 
für die Differentialgleichung (38.) eine Beziehung der angegebenen Art 
stattfinden kann und wann nicht. 

Sei Hl das Integral einer algebraischen Differentialgleichung mter 
Ordnung 

(46.) y(»'> = F(ar,j,,j,',i,",...y("-»>), 

und bestehe zwischen zwei Fundamentalintegralen ^2 und z^ und deren Ab- 
leitungen einer mit Adjungirung von y^ und dessen Ableitungen irreductibeln 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(47.) z'' = 9(a:,yi,y;,...yi'^'-> 
eine algebraische Beziehung 

(48.) a>(a?, yi, yl, ... y^i'''^\ «2, «2, «3, «i) = 0, 
so wird man durch Zusammenstellung dieser mit der stets gültigen 

(49.) Ä2«3— Ä3«2 = ö 

• 

eine algebraische Beziehung von der Form herstellen können 

(50.) aj = £l(x,y^,y\,... yt~^\ a», »D- 

Differentiirt man diese Gleichnng, so dass man mit Benutzung von (46.) 
und (47.) 

erhält, und setzt die Werthe für a, und aä in (49.) ein, so ergiebt sich 



(51.) 



(52.) 



( dSi . . dSi „, rm-n\ i ^-ß t 



+ -^^9(ic,yi, ... »{'""'Oa2i-ai'Ö(a;,yi,...yi'""^»2,a2) = a. 
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welche Gleichung eine in allen ihr angehörigen Grössen identische sein muss, 
da die Differentialgleichung (47.) als eine mit Adjungirung von yi und dessen 
Ableitungen irreductible vorausgesetzt war, und (52.) in Bezug auf z-z eine 
Differentialgleichung erster Ordnung wäre. Ist aber (52.) identisch, wird 
ihr also auch genügt, wenn statt «2 irgend ein anderes Integral ^2 der 
Differentialgleichung (47.) substituirt wird, so wird, da der Ausdruck 

(53.) ^3 = ^(a^.yM»;,...y{"*-^S2,Q 
differentiirt die rechte Seite von (51.) liefert, wenn in dieser tiberall ä2 durch 
^2 ersetzt worden, auch die Gleichung 

(54.) ^2 ^3—^3^2 = a 
erfüllt sein, da diese nichts anderes als (52.) ist, wenn man ^2 statt »2 sub- 
stituirt hat, und wir folgern somit, dass, weil ^2 = .*'2ä2+/^3«3 ist, worin ^2 
und ^3 willkürliche Constanten bedeuten, der durch die Gleichung 

(55.) ^3 = *ß(i2?, yl,yl,...yi"*"'^,U2Ä2+/^«3,.^2Äi+/^3Äi) 

für jeden Zweig von S2 bestimmte Ausdruck ein Integral der Differential- 
gleichung 

(56.) (Af2Ä2+/^3«3)r-(^«2+."3Äi)S = ö 

ist. Da aber sämmtliche Integrale dieser Differentialgleichung erster Ord- 
nung in ^ offenbar in der Form enthalten sind 

(57.) S = m2Ä2+«»3«3, 

wenn 1112 und »»3 der Bedingung unterworfen werden 

(58.) u^my-fHnh = 1, 
so folgt aus (55.) die Beziehung 

(59.) m2a2+««3Ä3 = ^(^^yi,»I,-..»l"*"'^\/"2«2+i"3«3,A^2«i+i^«3)? 

worin /i2? .^3 willkürliche, nh und rih von diesen abhängige und durch die 
Gleichung (58.) mit einander verbundene Zahlen bedeuten, oder nach (50.) 

(60.) ii(x,y^^y\^ ...y\'^-^\ ti2Z2+fiz^, thZi+fh^') = nh^2+m^£i, 

worin kurz il statt der Function auf der rechten Seite der Gleichung (50.) 
gesetzt ist, und das durch den Ausdruck Q! eintretende ^2 vermöge der 
Gleichung (47.) durch (p{x, yi, ... y^''^^)z2 zu ersetzen ist Da aber (60.) 
dann eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung in Z2 würde, 
(47.) aber mit Adjungirung von x, yi, yj, ... yj"*~*^ irreductibel sein sollte, 
80 wird (60.) für alle in ihr vorkommenden Grössen identisch sein müssen. 
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und man erhält, wenn ^m, = gesetzt wird, nach (58.) 

(61.) i2(ir,yi,y;,...yi"*-^\^2Ä2,i^»2) = m2Ä2+— »ß,- 
differentiirt man diese Gleichung nach «2 und Sa, so ergiebt sich 



(62.) 



rv ^2 — w*2"r-r 



ö/üjÄa ^^ "" '"^ ' iti, Ö«, ' 

dfiA ^ •" A^, ö«; ' 



und verbindet man diese Gleichungen mit dem Differential von (61.) nach 
^2 genommen 



dm^ 



«2— -T A 



so erhält man 

/ßON ,1 dSl , l t dSi dm^ 1 ^ 

(63.) '».».+ ^*. e^+^*.-ö^ = ^^^»^-^-^ 

oder 

(64) a,-g_+a,-^ = ^,(^^-^ja,_ß. 

Da nun diese Gleichung in ^2 und z'z identisch sein soll, also als partielle 
Differentialgleichung in diesen beiden unabhängigen Variabein aufgefasst 
werden darf, so ergiebt sich als allgemeines Integral derselben für S2 
die Form 

(65.) n(x, y., ... !,{"-'>, «„ *;) = ^x{^, ».,... y["'-'\ f )+ ^'"'%"''^' • «. 

AT«. 4 

oder, wenn die Constante ^^ »"^ «^^ = c gesetzt wird, nach (50.) 

(66.) «2 = «2«>(a?,yi,y;,...y{'^~'\Ä2(Ä3-c»2)), 

worin co der Forderung gemäss eine algebraische Function ist, die zunächst 
noch willkürlich sein darf. 

Setzt man in diese Gleichung z^ statt ä2, also nach (57.), (58.), (59.) 
^ = ü, iU3 = l, m2 = — 1, somit — Ä2+WI3Ä3 statt A3, worin m^ so bestimmt 
werden kann, dass für (o jeder Zweig dieser algebraischen Function gewählt 
werden darf, so geht die Gleichung (66.) in 

(67.) «; = Ä3Co(a?, yi,y;,...yf'"-'\Ä3(-«2+(w3-c)«3)) 
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(68.) 



über, und es folgt aus (66.) und (67.) mit HUlfe von (49.) die Beziehung 

SiZi \w{x, tfi, y',, ... y{"'''^ »3(— «2+(«'3-c)aj)) 

■ 

welche zufolge der Irreductibilität der Differentialgleichung (47.) eine identische 
sein muss*). Zunächst werde angenoraraen, dass c von Null verschieden 
ist; setzt man sodann ss^^cZi^ so folgt, wenn czi = f und zur Abkürzung 
1113— c = Ä gesetzt wird, für beliebige f 

(69.) a}(x, y,, y[, ... y["-'\ (*c~l)/) = ~+io(x, y,, y[,... y[^'-'\ 0), 

welche Gleichung offenbar unmöglich ist; ist dagegen c = 0, so geht die 
Gleichung (68.) in 

l '-ü)(x,y,jy[,...y['"^'\!S2ii)\ = a, 

und wenn man unter der Voraussetzung, dass m^ von Null verschieden ist, 
»2 = ^»3^3 und ffh^l = / setzt, in 

«^C^^yn^M-'-yi^'^O = ö^(^,»i,yl,---yi"'""'^. 0)- ~- 



*) Denn bestünde eine algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen 
», und », einer irreductibeln Differentialgleichung (47.) 

(a.) z, = A(^,yI,»;,...2/^^-'^Ä,), 

so folgte 

worin die Differentiation nach o; genommen sich auch auf die Grössen y,, y',, ... yf"'"*^ 
bezieht, und es ergiebt sich somit nach (47.): 

l = <)p(^, yp y'i. ... yV'*-'^)/'(^, y,, y',, ... yV"-'^ -,)• 

Da diese Gleichung nun eine iu a,, s', identische sein muss in Folge der An- 
nahme der Irreductibilität der Differentialgleichung (47.) (mit Adjungirung der Grössen 
^* »n »II ... y^'"""'0. «0 folgt 

und somit 

(d.) z, = f(x, y,,y\, ... yC— 1), ^;^ = Pa, + Ö, 

worin P eine Constante, Q eine algebraische Function von x, y,, y'^, ... y^/""^^ darstellt 
— aber dies ist unmöglich, da dann Q ein in x, y,, y',, ... y^"*~*> algebraisches Integral 
der mit Adjungirung von x, y,, y\^ . . . y^/"~^> irreductibeln Differentialgleichung (47.) 
wäre, und Q nicht verschwinden kann, weil z^ und s, ein System von Fundamental* 
integralen bilden sollten. 
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über, welche Gleichung wiederum unötatthaft ist; es bleibt somit nur noch 
der Fall c = 0, »13 = zu betrachten übrig, für welchen die Gleichungen 
(66.) und (67.) in 

übergehen. Setzt man aber in die erste dieser beiden Gleichungen ^2+^3 
statt »27 80 muss nach dem oben bewiesenen Satze statt «3 wegen ju^ = 1, 
1/3= 1 der Ausdruck 11*2 «2+ (1+^^0*3 substituirt werden, und man erhält 

(«.) «;+«; = (»2+Ä3)tt>(a?,yi,»I,...yi''*''*\(«2+Ä3)(W2(«2+«3) + Ä3)) 

oder vermöge der beiden obigen Beziehungen die wieder in «2 u«d »3 noth- 
wendig identische Gleichung 

Z2(o(x, y,j yl, ... y["'^'\ «2«3)+«3tt>(a?, y^ y'u ••• »{"*""'\ -«2«3) 

= («2+«3)tt>(a:, yi, yl, ... y["'~^\ («2+ «3) (»»2 («2+553)+ «3)); 

setzt man in dieser ^53 = 0, so folgt 

Ä2a>(a?,yi,y;,...y{'"-'>,0) = 22^(^1?, yi, yl, ... y{'""^f»2«2)? 
und somit wieder m2 = 0, so dass («.) in 

Äi+«3 = («2+«3)«>(^, yi,»l, .•.yi''*"'\Ä3(«2+Ä3)) 

Übergeht oder wiederum vermöge der obigen Beziehungen in 

Ä2Co(a?, yi, yl, ... yl''*-'^ Ä2Ä3)+«3tt>(^^ »1, yl, ... »{'"~'\ — «2^3) 

= («2+Ä3)^(^^ »n yi? ••• yi''*"'^ «3(«2+«3)), 

woraus sich für ä2 =^ 

^3^(^,yuy[,'**y[""'\0) = Ä3Co(x,yi,y;,...y5"*-*\j5^) 

ergeben würde; es ist somit die Möglichkeit der Annahme einer algebraischen 
Beziehung von der Form (48.) überhaupt ausgeschlossen, wenn die Diffe- 
rentialgleichung (47.) mit Adjungirung von y^ und dessen Ableitungen 
irreductibel war. 

Es bedarf keines weiteren Nachweises, dass sämmtliche Schlüsse 
unverändert bestehen bleiben, wenn die Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in der reducirten Form die Gestalt hat 

(71.) ä" = <p(ar,yi,y;,...y{"*-'>,y2,y;, ...y^'•~'^y3,yi, ...y3^~'\...)«, 
wenn yi, yj, ys, ... Integrale algebraischer Differentialgleichungen mter, 
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uter, pter, ... Ordnung sind, and die Annahme gemacht wird, das8 die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung irreductibel sei mit Adjungirung von 
Vii Vii Vi) ••• und deren Ableitungen — ein Fall, der gleich nachher der 
weiteren Untersuchung sich darbieten wird. 

Wir finden somit zunächst, 

dasSy wenn yi, yz, ••• Integrale algebraischer Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung bedeuten^ für eine lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in der redudrten Form mit algebraisch aus der unabhängigen 
Variabein, den Integralen yi, y2f ... und deren Ableitungen zusammengesetzten 
Coeffidenten nie auch mit Hinzuziehung der eben bezeichneten Grössen ein 
algebraiicher Zusammenhang zwischen zwei Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen stattfinden kann, wenn die Differentialgleichung eine mit Adjungirung 
jener Grössen irreductible ist. 

Daraus folgt aber mit Hülfe des oben bewiesenen Theorems, 

dass für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung in 
der redudrten Form nur dann eine algebraische Beziehung zwischen drei 
Fundamentalintegralen derselben und deren Ableitungen bestehen kann, wenn 
die mit Hülfe eines dieser Integrale abgeleitete lineare homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in der redudrten Form eine mit Adjungirung jenes 
Integrales und dessen Ableitungen reductible ist *). 



*) Ich will hier bemerken, dass, wenn eine lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(a.) z^'+p^+p^z = 
irreductibel ist, nothwendig auch die durch die Substitution 

(ß,) z = e~i/^'^./ 
sich ergebende Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Normalform 

(r.) <"+(p,-iPl-ip'.)' = 

eine irreductible sein muss, wenn p^ und p, algebraische Functionen von x und dem Inte^ 
grals einer algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen sind, und die Irre- 
ductibilität der ersten Differentialgleichung die Adjungirung aller dieser Grössen zulässL 
Da nämlich die Annahme der Reductibilität der Differentialgleichung (/.)? ^i^ ^ir nach- 
her zeigen werden, zur Folge hat, dass (y.) ein Integral /, besitzt, welches einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

genügt, worin Q den Charakter von p^ und p, hat, so wird, wenn 

T = e^^'^^Z 

38* 
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Umgekehrt wird, wenn die aus der Differentialgleichung 

(72.) y'" = p,y'+p,y 
durch die SubtIHution 

(73.) y = yJsyi^dx 
hervorgegangene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(74.) »" = iiy7'y?-hT'y"+PO^ 
mit Adjungirung von y^ und dessen Ableitungen reductibel ist, für drei 
Fundamentalintegrale und deren Ableitungen der Differentialgleichung (72.) 
eine algebraische Beziehung stattfinden. Denn wenn (74.) reductibel ist, so 
wird eines seiner Integrale einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung genllgen, deren Coefficienten algebraisch aus x, t/u y[j y" zu- 
sammengesetzt sind, und es wird somit, wenn jenes Integral durch X2«2+X3«3 
dargestellt wird, worin s^ und z^ zwei Fundamentalintegrale von (74.) be- 
deuten, und die Differentialgleichung erster Ordnung die Form hat 

(75.) f{x,y,,y\,y'Uz,z') = 0, 
die Beziehung bestehen 

(76.) /'(ir,yi,yn»r,^2«2+^3«3,^2»i+^3»J) = 0. 

Nennt man nun die nach (73.) dem ä2 und z^ entsprechenden Werthe 
von y yi und ^3, so dass 

(77.) Ä2 = »r*(yi»2-»2»D? «3 = yr*(!fiyi-»3yD 

wird, so ergiebt sich aus (76.) 

r78 ^ ^^'^^' ^" ^'' ^'' »A"'*[^2(yiyi--y2»;)+^3(yiyi-"y3yl)]? 
^ '^ \ yr*[;^2(!fxy;'-y2yr)+^3(yiy;-»3yr)]) = 

als Relation *) zwischen drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen 



gesetzt wird, die Differentialgleichung 

2' = (0-iP,)2 

mit der Differentialgleichung (a.) das der Substitution 

entsprechende Integral gemein haben, also auch die Differentialgleichung (a.) mit Adjun- 
girung der angegebenen Grössen reductibel sein. 

*) Würde man das Integral von (74.), welches der Differentialgleichung (75.) genügt, 
mit 2j bezeichnen, so dass 
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für die Differentialgleichung dritter Ordnung, die, wie früher gezeigt worden, 
von der Determinantenbeziehung (22.) verschieden ist, wenn (76.) verschieden 
ist von 

Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ^ dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung in reducirter Form ausser 
der Determinantenbeziehung noch eine algebraische Relation ^twischen der un- 
abhängigen Variabein, drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen be- 
steht , ist die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale abgeleitete lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der redudrlen Form mit 
Adjungirung dieses IntegrcUes und dessen Ableitungen reductibel ist — und die 
gesuchten Relationen sind bekannt y wenn man die algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung aufstellen kann, denen die Integrale jener Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen. 

Die Untersuchung der in der vorliegenden Arbeit aufgeworfenen Frage 
ist also darauf zurückgeführt, zu entscheiden, wann eine lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in der reducirten Form (74.) — wobei 
diese Form nach der obigen Anmerkung unwesentlich ist — reductibel ist, 
und wie die Differentialgleichungen erster Ordnung aussehen, denen ihre 
Integrale genUgen. 

Bevor wir nun aber diese Untersuchung aufnehmen, wollen wir zu- 
nächst die oben eingeführte Beschränkung beseitigen, dass die lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung in der reducirten Form gegeben sein 
sollte, und wollen die Differentialgleichung 

(79.) y'"+p,y"+p2»'+P3y = 



befriedigt wird, so würde die gesuchte Relation vermöge der Substitution 

die Form annehmen 

und man erhielte somit stets zwischen zwei particulären Integralen der Differentialglei- 
chung dritter Ordnung eine algebraische Beziehung 

analog derjenigen Relation, die man aus zweien der Gleichungen (36.) dadurch erhält, 
dass man die eine derselben differentiirt und der anderen gleich setzt. Es wird nachher 
gezeigt werden, dass die Differentialgleichung (er.) stets als eine lineare homogene erster 
Ordnung angenommen werden darf. 
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(81.) D = 



—fpidx 



zu Grande legen, fttr deren drei Fandamentalintegrale j^i, yz^ y^ und deren 
Ableitungen eine algebraische Beziehung 

(80.) F(a?,yi,y;,y;,y2,yi,yi',y3,yi,yi') = 
stattfinden soll, wobei diese Grössen bekanntlieh durch die Gleichung mit 
einander verbunden sind 

Hl »2 ^3 

y'i y2 93 

ai" *i" *i" 

Hl ^2 ^3 

wenn a eine bestimmte Constante bedeutet, und unmittelbar ersichtlich ist, 

dass D—ae"^^'^ nicht identisch in der linken Seite von (80.) enthalten sein 
kann. Diflferentiirt man (80.) nach x und schafft yl", yi", yi" vermöge (79.) 
algebraisch heraus, so erhält man eine der Relation (80.) ähnliche zwischen 
denselben Grössen 

(82.) F^{x, y^,y[, yl', y^, yi, y^', y,, yi, yi') = 0, 

die entweder, was man genau so wie oben für die Gleichungen (23.) und 
(24.) erweist, von F = unabhängig ist oder wiederum einer anderen alge- 
braischen Beziehung ihre Entstehung giebt, die nicht durch die linke Seite 
von (80.) identisch erfüllt wird, so dass jedenfalls, wie oben, so auch für die 
nicht reducirte Differentialgleichung dritter Ordnung, wenn überhaupt eine, dann 
jedenfalls zwei von einander unabhängige Beziehungen zwischen drei Funda- 
mentalintegralen und deren Ableitungen existiren werden. 

Aus der Zusammenstellung der drei Gleichungen (80.), (81.), (82.) 
folgt aber 

17/ t ff t tt ~/Pl<**\ 

y, = F„(x, yi, yi, y, , y^, y,, y, , e •' ^, 
(83.) j y; = F,(x, y,,yU y[\ y„ yi, yj', e->'^, 

y;' = F,(aj,y,,y;,y;',y2,yi,yi',e"-^'""); 
setzt man nun 

(84) y = y^fzyvU-^-^"'' dx 

in (79.) ein, so erhält man die lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in reducirter Form 

(85.) z"Hiy"yr'-iyT%'-W^-iplHp^yr'y[+P2)» = o, 

und man sieht auch sogleich wieder wie oben, dass die vermöge (84.) den 
Integralen y«, yj entsprechenden Integrale s, und »3 Fundamentalintegrale 
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dieser Gleichung sind. Ans der ersten der Gleichungen (83.) ergiebt sich 
nun nach (84.) 



(86.) 



.y;y*,yr*e-'-^''"rfx+».«/r*e-*>"", 



y'lfz.y:^e-^f''^dx+i,,,y:^y\e-^f'^^+.\y7^e-^^''^-y^^^^^ 

und dnrch Differentiation mit Benutzung von (79.) und (85.) 

(87.) *3 = /'(x, y,, y., y'U »„ «i, e-*>'^ ß,yT^ e-^^'^^dx), 

wobei es aus den oben angegebenen Gründen wiederum wesentlich ist, dass 
«3 ohne Ableitung in dieser Gleichung vorkommt; setzt man diese Glei- 
chung in die Form 

worin tp von «3 nicht unabhängig ist, so folgt wieder durch Differentiation 

(88.) »2 = V'(^, 3/i,yi,yM«2,«2,Ä3,Ä;,e~*'^''*'') 
oder endlich 

(89.) co(a:,yi,y;,y;', Ä2,Äi,«3,ai,ß~^'^''*) = 0, 
die wieder, ganz wie oben, von (49.) verschieden sein muss, und es ergiebt 
sich somit die folgende Verallgemeinerung des oben bewiesenen Satzes: 

Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamentalintegralen derselben und 
deren Ableitungen besteht^ so existirt auch stets für die mit Hülfe eines dieser 
Integrale abgeleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Relation zwischen zweien ihrer Funda- 
mentalintegrale und deren Ableitungen mit Adjungirung jenes einen zu Hülfe 
genommenen Integrales, dessen Ableitungen und der Exponentialfunction, deren 
Exponent durch die Quadratur über den ersten Coefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung drilter Ordnung dargestellt ist. 

Es bleibt also auch hier wiederum nur die Frage zu erörtern übrig, 
unter welchen Bedingungen für die Differentialgleichung (85.) eine Beziehung 
der angegebenen Art stattfinden kann und wann nicht. 

Benutzt man aber den oben von der Existenz einer solchen Relation 
für eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bewiesenen 
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Satz, indem man e"*-^'"'' als Integral der algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung 

auffasst, so ergiebt sich mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes das nach- 
folgende Theorem: 

Für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung kann 
nur dann eine algebraische Bez^iehung zwischen drei Fundamentalintegralen der- 
selben und deren Ableitungen bestehen^ wenn die mit Hülfe eines dieser Inte- 
grale abgeleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der 
reducirten Form eine mit Adjungirung jenes Integrales, dessen Ableitungen und 
der Exponentialgrösse, deren Exponent die Quadratur über den ersten Coefß- 
cienten der gegebenen Differentialgleichung dritter Ordnung darstellt, reductible ist. 

Umgekehrt wird, wenn die aus der Differentialgleichung 

durch die Substitution 

(88*.) y = y/zyT^e-^^'^'^dx 

hervorgegangene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(89*.) «"+(f3,;'yr'-fyr^y;^-ip:-ifl+ip,yr*y;+p,)a = 

mit Adjungirung von x, ^i, y\^ yl und e reductibel ist, für drei Funda- 
mentcUintegrale und deren Ableitungen der Differentialgleichung (87*.) eine alge- 
braische Beziehung stattfinden. Denn wenn (89*.) reductibel ist, so wird eines 
seiner Integrale einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
von der Form genügen 

(90.) r(x,y,,y\,y'',e-^'"'^,z,i') = 0, 

und somit, wenn jenes Integral durch X2a2+^3«3 bezeichnet wird, worin .«^ 
und »3 zwei Fundamentalintegrale von (89*.) bedeuten, 

(91.) f(x,yi^y\,yi^e'^''^,X2^2+XiZ3,XiZ2+XjZi) = 

sein. Nennt man nun die nach (88*.) dem Zi und ^53 entsprechenden Werthe 
von y 3/2 und 3/3, so dass 

(92.) «2 = yr* (2/1 yi -2/22/1) e*'^'''^', «3 = 2/r*(2/iyi-y3yl)^^'''^ 

so ergiebt sich aus (91.) zunächst 

(93.) f^'^^' ^" ^'' ^^'' ^'^'"^ [^2(yi2/2-i/2yi)+^30/i2/;-y3yi)]yr*e^'^^, 

\ [^2(y,2/;'-2/2yo+^3(2/iy;-y3y/)]2/r*e^"^'0 = 0; 
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und durch Elimination der Exponentialgrösse e^^'"^ zwischen dieser Glei- 
chung und (81.) die gesuchte Relation. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische Re- 
lation zwischen der unabhängigen Variabein , drei Fundamentalintegralen und 
deren Ableitungen besteht , ist die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale ab- 
geleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der redu- 
cirten Form mit Adjungirting dieses Integrales, dessen Ableitungen und der 
Exponentialfunction, deren Exponent durch die Quadratur über den ersten 
Coefficienten der Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt wird^ reductibel 
ist — und die gesuchten Relationen sind bekannt, wenn man die Differential- 
gleichungen^rster Ordnung aufstellen kann, denen die Integrale jener Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen. 

Nachdem nun alles auf die Untersuchung derReductibilitätsbedingungen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurückgeführt 
worden, und ausserdem in einer früheren Anmerkung gezeigt war, dass 
man diese Differentialgleichung in der reducirten Form voraussetzen darf, 
gehen wir von der Differentialgleichung 

(94.) ä" = (p(oo,y,,y\,...y,,y2,...)z 

aus, in welcher (p eine algebraische Function und yi, 2/2, ... Integrale 
algebraischer Differentialgleichungen iwter, «ter, ... Ordnung bedeuten, und 
suchen die Eigenschaften einer solchen Differentialgleichung zu bestimmen, 
wenn verlangt wird, dass dieselbe mit Adjungirung von yi, 3/I, ... 1/2, 3/i, ... 
reductibel sei, wobei wir die drei Fälle zum Zwecke der Untersuchung von 
einander trennen, in denen die Differentialgleichung dadurch reductibel wird, 
dass sie ein in a?, y^ yj, ... y^, 1/2, ... algebraisches Integral hat, oder zwei 
ihrer Integrale in einer mit Adjungirung der angegebenen Grössen alge- 
braischen Beziehung zu einander stehen oder endlich die Reductibilität statt 
hat, ohne dass die Differentialgleichung eine dieser beiden Eigenschaften besitzt. 

Hat also 

I. die Differentialgleichung (94.) ein algebraisches Integral 

(95.) z = /(^, 2/1, 2/1,. ..2/2, 2/2,...), 

so folgt von selbst die Reductibilität derselben, während über das zugehörige 
Fundamentalintegral sich nichts aussagen lässt. 
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Bestehe 

IL zwischen zwei Fundamentalintegralen Z2 und i^ derselben eine 

algebraische Beziehung (stets mit Adjungirung von x, yi, yj, ... ^2? yii • • •) 

(96.) i53 = co(ir,yi,y;,...y2,3/;, ...Ä2), 
so folgt 

/an \ f du) . d(0 , . da) t, . , dw , . dw t, . . dw , 

(97.) ^3 = -dr+-d^y^+w:y^+-''^-d^y^+M'y^+"'+-äir^^ 

und durch Einsetzen von (96.) und (97.) in die Relation 

(98.) »2 «3— «3 «2 = ö 

ergiebt sich 

/an \ \ dw . dw , ' . d(o , . . dw ,) , 

(99.) a,j-^+-^y.+... + ^_y,+ ...+ -^Z,j--«,a, = «. 

Da nun ä2 einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
genUgt, so wäre die Reductibilität der Differentialgleichung (94i) erwiesen, 
wenn die Gleichung (99.) nicht identisch verschwinden könnte; dass dies 
aber nicht der Fall sein kann, geht daraus hervor, dass dann der Coefficient 
von Ä2 verschwinden, also 

diu 

Zi-Q^ CO = oder co = £l(xy y,^ yl, ... 1/2, yi, ...)«2 

sein mUsste, und in Folge dessen die Beziehung (99.) in 

zin' = a 

überginge, welche, weil äj nicht algebraisch sein sollte (ad Fall I. gehörig), 
unerfüllbar ist; die Differentialgleichung (94.) ist also reductibel. Aber es 
wird uns auch gelingen, die Form der Function o) zu bestimmen. 

Da nämlich die mit der Differentialgleichung (94.) gleichartige erster 
Ordnung (99.) mit jener das Integral Z2 gemein hat, und dieses der Annahme 
nach nicht algebraisch durch x, 3/1, 3/I, ... 3/21 2/2? ••• ausdrückbar ist, so 
wird bekanntlich jedes Integral von (99.) auch (94.) angehören, oder es 
werden sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (99.) die Form haben 
^^2*2+^^3 «3 7 worin /li^ und ^3 durch irgend eine Beziehung von einander ab- 
hängen. Bildet man nun 

(100.) S = tt>(^5 2/17 2/m--- 2/27 2/2, ...Al2«2+/^3«3)j 

SO wird sich ^' von A3 nur dadurch unterscheiden, dass ä2 und Z2 durch 
A^2«2+."3«3 und !Li2^2+iUzZi ersetzt sind, und es wird somit der Werth von ^ 
der Gleichung 

(101.) (/^2Ä2+iW3«3)r— SCW2«2+/"3Ä3) = ö 
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genügen, da diese nichts anderes als (99.) nach Substitution von 1^2 552+^03 «3 
statt «2 ist Da aber alle Integrale der Differentialgleichung (101.) in der 
Form enthalten sind 

(102.) t = »»232+ W3 »3, 

worin mj und m^ mit /j^ und fi^ durch die Gleichung verbunden sind 

(103.) f^h^^—^h^i = I7 

80 folgt, dass die algebraische Beziehung (96.) erhalten bleibt, wenn 

«2 durch ^2«2+iW3Ä3, A3 durch iW2»2H — '^' ^3 

ersetzt wird, worin ^3 und nh bestimmte Functionen von /X2 bedeuten, und 
es ergiebt sich somit 

(104.) w(a?, yi,yJ,...y2,yi,...i«^2«2+iW3Ö>) = ^2^2+ "^7'^' w, 

worin die kurze Bezeichnung co die rechte Seite der Gleichung (96.) be- 
deutet. Da nun «2 nicht algebraisch von x, ^i, yl, ... ^2» ^27 ••• abhängen 
soll, so muss diese Gleichung identisch sein, und wird (104.) nach den 
willkürlichen Grössen Zi und ^2 differentiirt, so erhält man 

und hieraus 

(105.) Aw-§^+Bz,^ + Cio+Dz, = 0, 

worin Ay B^ C, D von ^2 abhängige Constanten sind, die im schliesslichen 
Ausdrucke von w in Verbindungen vorkommen werden, die rein numerisch 
sind. Setzt man diese Differentialgleichung in die Form 

(106.) (^a>-f5Ä2)rfco+(Cco+D«2)rf»2 = 0, 
80 erhält man durch die Substitution co = ä2-w 

oder 

(108.) Ioga2 = .- / Au'+tB+C)u-vD ^^+iogv^(^^ yi» yi? - ^2, yi, ...)• 

Nun ist, wenn A von Null verschieden, 

+ 



i4M'+(« + C)M + Z> n-a ' 11-/5^' 
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wenn *) 



B+C , y(B + Cy-4AD a B + C ]^(B+Cy-4AD 

« = öl 1 öl 1 /' = — 



2A ' 2A ' ' 2A 2A ' 

B-C y(B+cy-4AD 
. ^ 2 "^ 2^ 

VCß+C)'-4lD 

gesetzt wird, und daher nach (108.) 

worin X eine rationale Zahl sein mnss, da w, also auch u eine algebraische 
Function von «2 sein soll, so dass sich endlich nach (96.) 

ergiebt. Setzt man nun 

«3 — aj52 = Zj, j53 — pa2 = ^2? 

80 sind auch Z2 und Z3 Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (94.), 
da im entgegengesetzten Falle a = /? sein müsste, und es geht dann die 
Beziehung (110.) in 

(111.) Z3 = ;f(ir,2/i,2/;,...2/2,2/2,...)-Z? 

über, worin x ^i^e algebraische Function und a eine rationale Zahl bedeutet 
Es bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, in dem -4 = ist, und 
also die Gleichung (108.) in 



*) Wenn « = /9, so wird 



Au-\-B 1 B+Aa 1 



+ 



A{u-ay n~a ' A (u-a)" 

und die Gleichung (108.) geht somit über in 

B+Aa 1 

logV'-log^g = log(ii-a) 2 



u — a 



woraus, weil u algebraisch durch z.^, ^> ^u • • • ^3? • • • ausgedrückt sein soll, B-{'Aa = 
oder B = C folgt und 

— =tt-o oder z^—az^ = V(a^>!/,, y',, ••• y„ yi, •••)• 

Daraus würde aber folgen, dass, weil z^ und ä, Integrale von (94.) sind, auch tp ein 
solches sein müsste, und wir würden dann auf den Fall I. zurückgeführt sein, in welchem 
die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ein in x, y,, y\, ... y^, y,, ... alge- 
braisches Integral besitzt. 
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oder 

B 



übergeht; man sieht, dass in diesem Falle -77- eine rationale Zahl sein 
muss, und somit 



2 Z*" 



worin Ä eine Constante und JL rational ist, oder endlich, wenn Ä3+ÄÄ2 = Z3, 
Ä2 = 2^2 gesetzt wird, wieder wie oben 

Es bleibt somit nur noch die Frage zu beantworten, wie eine lineare 
homogene Diflferentialgleichung (94.) beschaffen ist, wenn zwei ihrer Fun- 
damentalintegrale in der durch die Gleichung (111.) ausgedrückten Bezie- 
hung zu einander stehen. Nun folgt aber aus (111.) 

Z; = axZr'Z',+Z^x\ Z'; = axZr'Z';+2a)(!Zr'Z^2+o{o^l)xZV'Z,'+Zlx:\ 

oder da Z2=^(p.Z>i^ Z'^^tp.Z^ ist, nach (111.) 

ip.X'Zl = axipZi+2öx'Zr'Z',+a(a-V)xZr'Z['+Z^x!' 
oder 

^"'^Jp^^^'^' ~ oio^l)x ^^' 

woraus sich wiederum 

(112.) Z; = 0(d:,yi, 2/1,. ..2/2,2/2,.. 0^2 
ergiebt, und «omtV rfa« Integral Zi der Differentialgleichung (94.) etiißr linearen 
homogenen Differentialgleichung erster Ordnung genügt; dasselbe gilt offenbar 
von dem Integrale Z3. 

Wir finden somit, dass^ wenn für zwei Fundamentalintegrale der Dif-- 
ferentialgleichung (94.) eine mit Adjungirung von x, 2/1, V^t ••• 2/2, 2/2, ••• 
algebraische Beziehung besteht , diese Differentialgleichung reductibel ist und 
die Eigenschaft hat, dass stets zwei und nur zwei Fundamentalintegrale homo- 
genen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung Genüge leisten*) y wenn 
die Differentialgleichung nicht selbst algebraische Integrale besitzt. 



*) Da jedes andere particuläre Integral der Differentialgleichung (94.) von der Form 

ist, 80 würde die Annahme, dass auch dieses einer homogenen linearen Differentialglei- 
chung erster Ordnung 

Z' = //(a?,y,,y;,...y„y;,...).Z 
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Gehen wir endlich zu dem Falle über, in welchem 
III. die lineare homogene Diflferentialgleichung (94.) mit Adjungirung 
von Xy 2/1, yl, ... 2/2, 2/i, ... reductibel ist, ohne dass dieselbe ein in diesen 
Grössen algebraisches Integral besitzt (Fall L), und ohne dass zwischen 
zwei Fundamentalintegralen eine in jenen Grössen algebraische Beziehung 
stattfindet (Fall IL), so wird (94.) ein Integral mit einer algebraisch irre- 
ductibeln Differentialgleichung erster Ordnung 

(113.) z' = tt^(a?, 2/1, 2/1', ...2/2, 2/2', ...,») 
gemein haben. Sei dieses Z^, so dass 

wird, worin in -r— nur die Differentiation nach Zj ausgeschlossen ist, so 
folgt aus (94.): 

genügt, durch Zusammenstellung mit den beiden Gleichungen 

(a.) z; = 0(«,y„y;,...yj,y;,.. 0-^87 ^t = 0i(«>y.ryii---yi»yii--)-^, 

die Relation nach sich ziehen 

oder vermöge (111.) 

woraus, da nicht 0, gleich sein kann, und Z, nicht algebraisch durch ^> y,, y',» ... y^, yi» ••• 
ausdrück bar sein sollte, a = 1 folgt; es werden somit die anderen particulären Integrale 
nur dann ebenfalls homogenen linearen Differentialgleichungen genügen können, wenn 
die zwischen den beiden Fundamentalintegralen bestehende algebraische Beziehung 

^i = >:(^.ynyn---y27yi'---)-^2 

lautet. 

In diesem Falle geht, wie leicht zu sehen, die obige Differentialgleichung (112.) 
für Z' in 

2x'Z,+x''Z, = 

über, deren Integral 

Z, = c;|f'(a;,y,,y;,...y„y;, ...)-* 

gegen die Voraussetzung ein algebraisches wäre, also können nur zwei Integrale der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung genügen. Im Allgemeinen wird das Integral 

woraus nach (a.) 

*' = e,z;+ftz; = ^ ©z,+e,©,z, 

folgt, vermöge der Beziehung (111.) der nicht linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung genügen 
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/1 i >! N d(o . dü) „ 

und diese Gleichung muss wieder, da (94.) kein in x, y^, yj, ... 3/2? yJ, ... 
algebraisches Integral besitzen sollte, eine in Z^ identische sein; daraus folgt 
nach Schlüssen, wie sie wiederholt vorgekommen, dass jedes Integral der 
Differentialgleichung erster Ordnung (113.) ein Integral von (94.) sein muss, 
oder dass sämmtliche Integrale von (113.) in der Form 

(115.) Z = m2Z2+m^ii 

enthalten sein müssen, worin m^ von m^ abhängig, und z^j ^3 zwei Funda- 
mentalintegrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (94.) sind. Be- 
zeichnet man nun zwei particuläre Integrale von (113.) mit Z2 und Z3, so 
folgt aus (115.) 

(116.) Z2 = fW22^2 + 'W32Ä3, Zj = Wl23Ä2 + 'W33*3? 

und somit das allgemeine Integral von (113.) nach (115.) und (116.*), indem 
man aus den letzteren Gleichungen «2 und «3 durch Z2 und Z3 ausdrückt*) 
und in (115.) einsetzt, 

(117.) Z = Ä2Z2+Ä3Z3, 

worin R2 und Äj von einer willkürlichen Constanten abhängen. Setzt man 
diese Integralform in (113.) ein, so folgt 

w(^^ 2/17^1». ••2/2,2/2,... R2Z2+Ä3Z3) 
= R2(o(x, ?/i, y[, ... 2/2, 2/2, ••• Z2)+R3(o(x, y,^y[^ ... 1/2, 2/2, ... -Z3), 

und da nach Behandlung des Falles II. die Möglichkeit ausgeschlossen ist, 
dass zwei particuläre Integrale Z2 und «3 der Differentialgleichung (94.), 
also auch zwei Integrale Zo und Z3 der Differentialgleichung (113.) in einer 
mit Adjungirung von x, 3/1, y/, ... 1/2, 3/2, ... algebraischen Beziehung zu 
einander stehen, so wird die Gleichung (118.) eine in Z2 und Z3 identische 
sein müssen. Dann ergiebt aber die Differentiation nach Z2 und Z^\ 



(118.) 



*) Für den Fall, dass '^'ajW^j, — Wg^w^, =0 wird, wähle man zwei andere particuläre 
Integrale der DifFerentialgleichüng (113.), und würde die Determinante für jede willkür- 
liche Wahl der particulären Integrale verschwinden, so wäre das allgemeine Integral Z 
mit einem particulären Z, durch die Beziehung verbunden 

Z = xZ^, 

worin x eine willkürliche Constanto, und daraus ergäbe sich (113.) als lineare homogene 
Differentialgleichung, ein specieller Fall des oben zu ermittelnden Resultates. 
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d(o(x,y y,,... R,Z, + R^Z^) __ 5fti(a?,y,, ...y,, ... Z,) 

d(B,Z, + R,Z,) dz, 

^to(a?, y , , ... y^, ... R^Z^ + R^Z^) _ aft>(a?,y,, ... y„ ... Z^) 

d(R,Z,+R,Z,) - ÖZ, 

und somit 

/iiq\ aü>(ar,y„...y„...ZJ _ aai(a;, y^, ... y,, ... ZJ 

^^^•^ ÖZ, ~ ÖZ, ' 

woraus sich w als lineare Function von Z in der Form ergiebt 

(120.) (ü(j-,?/i,...?/2,...Z) = Wi(a?,?/i,...?/2,...).Z+co2(ir,3/i,...2/2,...)- 

Setzt man diesen Werth in die Functionalgleichung (118.) ein, so 
ergiebt sich 

«'2(^,2/1,. ..2/2,...) = (^2+^3)^02(0?, 2/1,. ..2/2,...), 

und hieraus entweder 0)2(0?, 2/1, ... 3/2? .••) = oder Ä2 = — ßs; im ersten Falle 
würde vermöge (113.) und (120.) die Differentialgleichung erster Ordnung, 
welcher ein Integral der reductibeln linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung genügt, 

(121.) z = wi(a?, 2/1, 2/1', ...2/2,2/2,...)« 

lauten, also eine homogene lineare sein; im zweiten Falle würde ihre Form 
die der linearen 

(122.) a' = o>i(aT,2/„2/;,...?/2,2/2',...)2+a>2(ir,3/„2/;,...2/2,2/2,..0 

sein, wobei nach (117.) ihr allgemeines Integral mit zwei particulären durch 
die Beziehung verbunden wäre 

(123.) Z = R,(Z,^Z,y, 

da aber im letzteren Falle 

Z' = Ä2(Zi-Z3) == Ä2«>i(Z2-Z3) = iO,Z 

ist, so folgt wiederum a>2 = und für (113.) die Form (121.). Es genügt 
somit im Falle IIL jedes Integral einer reductibeln linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung einer homogenen linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Fassen wir nun die für die drei Fälle gefundenen Resultate zu- 
sammen, so erhalten wir den nachfolgenden Satz: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung^ 
deren Coefficienten algebraisch aus der unabhängigen Variabeln^ Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen und deren Ableitungen zusammengesetzt 
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sindy reductibel ist^ so hat dieselbe entweder ein in diesen Grössen alge- 
braisch iusammengesetites Integral oder, wenn dies nicht der Fall ist, giebt es 
entweder zwei und nur zwei particuläre Fundamentalintegrale, welche linearen 
homogenen Differentiaigleichungen erster Ordnung mit gleichartig zusammen-- 
gesetzten Coefficienten genügen, und zwar dann und nur dann, wenn zwei 
particuläre Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung in einer mit 
Adjungirung der bezeichneten Grössen algebraischen Beziehung zu einander 
stehen, wobei alle anderen Integrale gleichartigen Differentialgleichungen erster 
Ordnung aber höheren Grades genügen, oder es leisten, wenn eine solche alge- 
braische Beziehung ausgeschlossen ist, sämmtliche Integrale der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung linearen homogenen Differentialgleichungen erster 
Ordnung Genüge. 

Bemerkt man aber, dass die Integrale der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen el'ster Ordnung sich in der Form darstellen 

worin / eine algebraische Function bedeutet, so wird eine reductible lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung entweder algebraische Integrale oder zwei 
und nur zwei Integrale der Form (a.) oder sämmtliche Integrale in der Form («.) 
besitzeus 

Beachtet man endlich, dass die Differentialgleichung (94.) durch die 
Substitution 

(124.) Ä = e"^'^ oder t = -^ 

in die Differentialgleichung erster Ordnung 

(125.) t' = t''-(p(x,y,,y[,...y,,y2,..0 
übergeht, so wird das einem algebraischen z entsprechende / der Diffe- 
rentialgleichung (125.) ebenfalls algebraisch sein, und dasselbe wird statt- 
finden, wenn z die Form («.) hat, da der entsprechende Werth von / 

t :=. -f(x,y,,y[,...y2,y2,...) 
lautet, also wiederum algebraisch ist, und umgekehrt wird, wenn ein In- 
tegral t der Differentialgleichung (125.) algebraisch ist, das entsprechende 
Integral der Differentialgleichung (94.) die Form (a.) besitzen, und wir 
können daher auch den oben gefundenen Satz so aussprechen: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Diffe- 
rentialgleichung ^ 
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reducübel ist, ist die, dass die Dijferentialgleiehung erster Ordnung 

t' = <*-9)(aj,y„y;,... 2/2,2/2,...) 

ein algebraisches Integral besitzt^ und zwar hat die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ein und nur ein algebraisches Integral, wenn die Differentialgleichung 
erster Ordnung nur ein algebraisches Integral besitzt *)^ und es stehen zwei 
Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu einander, wenn die letztere 
Differentialgleichung durch zwei und nur zwei algebraische Integrale befriedigt 
wird, während für den Fall, dass die Differentialgleichung erster Ordnung nur 
algebraische Integrale besitzt **), Reductibilität der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ohne Existenz algebraischer Beziehungen zwischen den Integralen 
selbst stattfindet. 

Stellen wir die eben gefundenen Sätze mit den oben hergeleiteten 
zusammen, so ergiebt sich das nachfolgende Theorem: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische Relation 
zwischen der unabhängigen Variabein, drei Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen besteht, ist die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale abge- 
leitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung entweder ein 
mit Adjungirung dieses Integrales, dessen Ableitungen und der Exponential- 
function, deren Exponent durch die Quadratur über den ersten Coefficienten 
der Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt wird, algebraisches Integral 



*' 



') denn hätte sie gar kein algebraisches Integral, so würde das dem algebraischen 
Integrale der Differentialgleichung erster Ordnung entsprechende Exponentialintegral jeden- 
falls einer linearen homogenen Ditferentialgleichung erster Ordnung genügen, und es müsste 
daher nach dem Früheren, wenn die Differentialgleichung zweiter Ordnung kein alge- 
braisches Integi'al besitzt, noch ein zweites Integral dei^selben existiren, welches auch 
einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung angehört, das aber nach 
dem Obigen für die Differentialgleichung (125.) gegen die Voraussetzung ein zweites alge- 
braisches Integral liefern würde; aber die Gleichung (94.) kann dann auch nur ein alge- 
braisches Integral besitzen, weil sonst nach (124.) auch die Differentialgleichung (125.) 
mehr als ein algebraisches Integral haben müsste. 

**) Dass die Differentialgleichung (125.), wenn sie drei algebraische Integrale besitzt, 
überhaupt nur algebraische Integrale haben kann, geht daraus hervor, dass, wenn drei 
ihrer Integrale mit /,, t^, i^ bezeichnet werden, ihr allgemeines Integral sich bekanntlich 
in der Form 

^ ^ ^3U<.-0+ c/,(/.-<J 
darstellen lässt, worin o, eine bestimmte, c eine willkürliche Constante bedeutet. 
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besiMy oder dass zwei und nur zwei Fundamentalintegrale derselben mit Ad- 
jungirung jener Grössen gleichartigen linearen homogenen Differentialgleichungen 
erster Ordnung genügen , oder dass endlich alle ihre Integrale Differential- 
gleichungen der letztgenannten Art angehören. 

Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob auf Grund dieser Sätze 
die Eigenschaft und Form der algebraischen Beziehungen angegeben werden 
kann, welche für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
in der reducirten Form 

(126.) y" = P2y'+Pzy 

zwischen der unabhängigen Variabein x^ drei Fundamentalintegralen ^i, ^27 y^ 
und deren Ableitungen stattfinden. 

Habe die aus (126.) durch die Substitution 

(127.) y = yrfzyT^dx 

hergeleitete Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(128.) ä" = (fyr^yl^-fyr^yl'+pO* 

I. ein algebraisches Integral 

(129.) z^ = f(x,y,,y\,y';), 

80 kann zunächst die Form von f näher bestimmt werden; denn wendet 
man auf (126.), wenn ??i irgend ein von y^ verschiedenes Integral dieser 
Differentialgleichung bedeutet, die Substitution 

(130.) y = rixßn^dx 

an, so erhält man die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(131.) <" = {.Wn^'-Wnl-^V'^t, 

und es ist leicht einzusehen, dass auch diese ein algebraisches Integral und 
zwar in der Form 

(132.) «2 = fix, rji^ ??;, rii) 

besitzen muss. Denn setzt man (129.) in (128.) ein, so ergiebt sich mit 
Benutzung von (126.) eine algebraische Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in yi, welche, wenn (126.) als irreductibel vorausgesetzt wird, identisch 
sein muss, also auch bestehen wird, wenn y^ durch rji ersetzt wird, das 
heisst aber nichts anderes, als dass (132.) auch ein Integral von (131.) ist. 
Sei nun jetzt rji = ^yi, worin /tt eine willkürliche Constante bedeutet, so wird, 

40* 
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wenn y in den Substitutionsgleichungen (127.) und (130.) dasselbe bedeutet, 

(133.) yifiyT^dx = uyiJt/n'^yT^dxy also t = /lC^z 
sein; da aber die Differentialgleichung (131.) in 

(134.) t" = (iyT'y?-hT'y"+P2)t 

Übergeht, diese also nach (128.) und (129.) das algebraische Integral besitzt 

(135.) «1 = f(x,y,,y[,y;), 
das Integral (132.) aber in 

(136.) «2 == f{^,MuM\^l^^yl) 
übergeht, so wird 

(137.) f(xy^y,,^iy\,^y';) = C.f(x,y^,y\,y';) 

sein, woraus, da diese Relation wieder eine identische sein muss, folgt, dass 

f(x, jfi , y I , y 1') eine homogene Function von y i , y 1 , y 7 sein wird, und somit 

gesetzt werden darf 

(138.) fix, 9„ y[, y[') = y[F(x, j-, ^), 

SO dass sich 

(139.) 3. = y[F{x, f-, ^) 

und das entsprechende Integral y^ der Differentialgleichung (126.) in der 
Form ergiebt 

(140.) y, = yJz,yT^dx = yjy\ f{x, ^, ^)rfar. 

Durch Einsetzen von yi in Gleichung (126.) erhält man leicht 

y^F'+(2p+3)y,y;F'+[(p+3)y,y;'+p(e+2)y;^-/;3yaF = 0, 
und diese Gleichung wird, wenn wir die Annahme machen, dass die vor- 
gelegte Differentialgleichung dritter Ordnung mit Adjungirung algebraischer 
Functionen von x irreductibel sei, eine identische sein müssen. Daraus er- 
giebt sich aber, dass, wenn wir mit ?ji irgend ein Integral der Differential- 
gleichung (126.) bezeichnen, der Ausdruck 

auch stets ein Integral derselben Differentialgleichung sein wird, oder dass, 
wenn man in die Gleichung 

(141.) ri.rl^-rl^n\ = nl^'K''' ^ ' T") 

Vi Vi 

l^hyi+thyi+l^hy^ statt ?;, setzt, worin /ti, ^2, ."3 willkürliche Constanten be- 
deuten, für 172 ein Integral werth in der Form Wi 2/1+^23/2 +»»3^3 zu substituiren 
sein wird, worin «ii, »12, m^ in bestimmter Weise von /^i, /Az? !^i abhängen. 
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Setzt man nun in (141.) i/i, ^27 ^3 statt i?i, so erhält man, wenn fttr 
i?2 die entsprechenden Werthe in der Form nhyi+m2y2+nhyy substituirt 
werden, drei von einander unabhängige algebraische Beziehungen von yi, 
yl? y'i von der Form 



(142.) 



«hi(yiy'i-yiyd+»*i2(.yiy'2-y2y'i) = yl^^K^, v", ^;; ), 



welche die Beziehungen zwischen den 3 Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen liefern, und aus denen man, wenn man sie mit ihren drei Dif- 
ferentialien zusammenstellt, deren Form 

^u{yiy'l-y2yi)+^n(.yiy'i-y^yi) 



(143.) 






dx 



*»n(.yiy'i - yjy'O + »*« (y^yl- yt y'I) 

dF(x -^ -^^) 

= (P+2)3/r>y;K^, ^' f )+^^^' — ^£-^' " 

"»31 (yjy'i-yi yV) +«»32 (y^yt-y^yi) 

dpCx -^ — -) 

ys ya 



ist, leicht die Relationen herleitet: 

(144 ) ^^'^ ^''^^' ^" ^" ^'^' ^' "" ^''^^' ^" ^" ^'^' ^' "" ^''^'^' yi^y^^yO 

\ yi = /^i2(ip, yi, yi, ya), yi' = ^22(3^, yi, y^, ya), yi' = /^32(^, yi, y2, ya), 

und wir finden somit, 

dass^ wenn die reducirte Differentialgleichung zweiter Ordnung (128.) 
der irreduclibeln Differentialgleichung driller Ordnung (126.) ein mit Adjun- 
girung von x, eines Inlegrales der letzteren Differentialgleichung und dessen 
Ableitungen algebraisches Integral besitzt, die Ableitungen dreier Fundamental^ 
integrale sich als algebraische Functionen eben dieser drei Integrale aus^ 
drücken lassen. 

Bildet man aus 

yi = Fn(x, y, , y,, ya), y'/ = F.^ix, y^, y^, y,) 
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durch Elimination von y^ die Beziehung 

(145.) y, = F(x,y,,y[,y['), 
ißonach sich also auch die zu y^ gehörigen Fundamentalintegrale ah alge- 
braische Functionen von y^ und dessen Ableitungen ausdrücken lassen, so er- 
halten wir, da die Differentialgleichung (126.) als irreductibel vorausgesetzt 
war, nach den im Anfange der Arbeit ausgesprochenen Sätzen entweder 
für die 3 Fundamentalintegrale die eine Gruppe von drei Elementen 

(a.) y,, F(x,y,,y\,y';), F'ix^y^.y^.y';) 

oder die zwei Gruppen von je zwei Elementen 

F{xjyi,yz,yi\ 

worin für den ersten Fall (a.) die nochmals iterirte Function 

(146.) F\x, yi, yl, yl') = m.y.+m^Fix, y,, y[, yl)+m^F\x, y^, y[,y';) 

sein muss, während für (/?.) einerseits 

(147.) F\x, y,,y\, yl') = m,y,+nhF(x, y,,y[, yl'), 
andererseits 

(148.) F(a:,y3,y;,y;') = fiiyi+fi2F(x,y,,y[,y'^)+fAjy, 
sein wird. 

Wie im gegebenen Falle die Möglichkeit derartiger Gruppen für 
eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung zu untersuchen 
ist, wurde oben in einzelnen Beispielen ausgeführt. 

Besitze die Differentialgleichung (128.) 

II, zwei und nur zwei Integrale, welche zugleich linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, und sei eine solche 

(149.) z' = tt>2(a?,yi,yuyl>, 

welche das Integral Zi mit (128.) gemein haben mag, so wird, wenn wir 
wieder das der Substitution (127.) gemäss entsprechende Integral der Dif- 
ferentialgleichung (126.) mit ^2 bezeichnen, also 

^2 = yifz2yV^dx 
setzen, aus 

yU2 = yiy2~y2y'i, yt«2 = (iyiy2-y2yi)-iyr'y[(yiy2-y2yd 

vermöge (149.) 

(150.) yiy2-y2yi = {^2(x,y,,y[,y';)+yz'y[)(!fiy2-y2y[) 

folgen, und da noch ein Integral z^ der Differentialgleichung (128.) existirt. 
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welches einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

genügt, und für welches das entsprechende Integral der Gleichung (126.) 
mit ffi bezeichnet werden mag, so wird man analog eine zweite Beziehung 

(151.) yiv'i-yzy'i = {y^zix, y,, y\, y'i)+\yT^y\){yxy\-yiy\) 

erhalten und endlich, wenn man beachtet, dass durch Differentiation von 
(150.) mit Benutzung von (126.) 

(152.) y\y2-y2y'i = ö^i(^^yijyl»yl')(yi»i~y2yl) 

folgt, worin a>i eine algebraische Function bedeutet, durch Zusammenstellung 
von (150.), (151.) und (152) mit 

yi yi yi 



n 



tfi y% Vi 
yz y'i y'i 



= a 



die nachfolgende Beziehung zwischen den drei Fandamentalintegralen y^, ^2, y^: 



a 



(153.) y3fi(x,yi,y'tjy[)+y3f7(x,yi,y[,y'^)+yi = v« _«« 

Da aber alle Relationen zwischen drei Fundamentalintegralen y^, y^. yz 
und deren Ableitungen für die Differentialgleichung (126.) Beziehungen 
zwischen den Fundamentalintegralen der Differentialgleichung (128.) hervor- 
rufen mussten, deren einfachste Formen durch die Gleichungen 

(154.) «; = w^(x, yi, yl, y;')«2, »3 = ^i(x, yi, y[^ y'^)zy 

dargestellt sind, so sind auch oben durch die Beziehungen (150.) und (151.) 
die für den Fall IL geltenden einfachsten allgemeinen Relationen gefunden. 
Jedes andere Integral der Differentialgleichung (128.) genügt, wie wir be- 
wiesen haben, einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung erster 

Ordnung 

(155.) z' = n(x, y„ yl, y';)z-\n,{x, y„ y[, yl'), 

so dass die entsprechenden Relationen zwischen den Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (128.), wenn wir das dem Integrale Z von (155.) vermöge 
der Substitution (127.) entsprechende Integral mit Y bezeichnen, 

y.r'-yyl' = {n{x,y,,y\,y^;)+\yT%)(flJ'--Yy\)+y\^^^^ 

lautet, worin i2 und i2i wiederum algebraische Functionen bedeuten. 

Es mag noch in Betreff der Functionen Wj und Wj bemerkt werden, 
dass, weil 
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ist, nach (128.) die algebraische Function w.^ der Gleichung genügen muss 

(156.) u.li-^+^y[+^y'^+-l^(p,y[+p,yO = ^yT^'-^rW^+p^; 

da aber die Gleichung (126.) eine irreductible sein sollte, so muss die 
Gleichung (156.) eine identische sein, d. h. «^(fi, ^2? I3, ^0 muss ein alge- 
braisches Integral der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung sein: 

Da endlich auf die Function 0^2(0?, yi, y[^ yl) der Gleichung (149.) die- 
selben Schlüsse angewandt werden können wie auf die Function fQc^ y,, y\^ y'/) 
der Gleichung (129.), so folgt, dass die allgemeine Form der Beziehung 
zwischen den beiden Fundamentalintegralen der Differentialgleichung dritter 
Ordnung, wie sie die Gleichung (150.) darstellt, in 

(157.) y,y'^-y,y': = (y\n(x, f , f )+iyr'»;)(yiyi-y.y;) 

Übergeht; setzt man aber für diese Form von w^ den Ausdruck (149.) in 
(128.) ein, so findet man leicht, dass, weil die Beziehung unverändert bleiben 
muss, wenn yi durch fiy^ ersetzt wird, p = folgt, und dass somit die all- 
gemeine Form der Beziehungen zwischen den drei Integralen und deren 
Ableitungen lautet: 

(158.) y,y','-y,y'^ = F.(x, ^, f)(y,yi-y,y[) 

und 

(159.) y,y';-y,y'; = F.,{x, ^, ^)M.-y^y[). 

Was nun schliesslich den Fall betrifft, in welchem 
III. die Differentialgleichung (128.) nur Integrale besitzt, welche 
zugleich linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, 
80 werden nach dem Vorigen alle Relationen zwischen drei Integralen und 
deren Ableitungen die Form (150.) oder (158.), (159.) haben oder algebraisch 
am diesen Formen zusammengesetzt sein. 

Heidelberg, im October 1887. 
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Untersuchungen aus der Theorie der Substitutionen 

Gruppen. 

(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 



llerr Frobenim hat im 101. Bande dieses Journals einen Aufsatz 
unter dem Titel: „Ueber die Congruenz nach einem, aus zwei endliehen 
Gruppen gebildeten Doppelmodul" veröffentlicht, in welchem er eine Reihe 
sehr interessanter Resultate abgeleitet hat Die Formel, welche den Mittel- 
punkt der Arbeit bildet, ist eine bedeutsame Verallgemeinerung einer früher 
von mir aufgestellten. Es ist mir nun gelungen, auch meinerseits die Re- 
sultate der obigen Arbeit weiterzufiihren; und dies ist der Inhalt der vor- 
liegenden Abhandlung. Im vierten Paragraphen seiner Arbeit zeigt Herr 
Frobeniusy dass in jeder transitiven Gruppe die Anzahl der Elemente, die 
in den einzelnen Substitutionen ungeändert bleiben, der Ordnung der Gruppe 
gleich sei. Fasst man ein solches Element als einen Cykel erster Ordnung 
auf, dann liegt die Frage nahe, ob fUr Cykel höherer Ordnung ein ähnlicher 
Satz gelte. Diese Frage kann bejaht werden; der Satz § 1, II. zeigt, dass 
ein dem obigen genau entsprechendes Theorem besteht; auch dieses lässt 
sich noch weiter ausdehnen (§ 2), so dass es sich auf die Anzahl des Vor- 
kommens aller einander ähnlichen Substitutionen beliebiger Art in einer 
Gruppe bezieht. An die so erlangten Resultate werden Betrachtungen an- 
geknüpft, die denen des Herrn Frobenius zum Theil parallel laufen, zum 
Theil neue Bahnen betreten (§ 3 und § 4). 

Die letzten Paragraphen der Arbeit beschäftigen sich mit Unter- 
suchungen über die Gruppen, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p 
ist. Sie beziehen sich der Hauptsache nach auf ihre Nicht -Primitivität, 
sowie auf ihre Untergruppen. 

§ 1. 

Die Substitutionengruppe H der n Elemente a?i, x^, ... a?„ möge von 
der Ordnung A sein; ihre Substitutionen können wir auf folgende Art in 
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eine Tabelle einordnen (vgl. meine Substitutionentheorie § 62). Wir greifen 
k f]lemente iCj, Xj, ...a?* aus den n Elementen von jy beliebig heraus und 
schreiben alle diejenigen Substitutionen von H in dieselbe Zeile der Tabelle, 
welche Xi, 0:25 • • • ^t durch denselben Complex a?,^, ar^^, ... x^^ in derselben 

Reihenfolge ersetzen, also alle Substitutionen, welche die k Folgen XiXf^^ 
XiXi., . . . Xj,Xi^ enthalten. Ferner sei H diejenige Untergruppe von H, 

welche alle Substitutionen von H enthält, durch welche die Elemente Xi, 
x-i^ ... Xj, nicht versetzt werden; k sei die Ordnung von H\ und mit t^ = 1, 
^2, ^3, ... tf,, bezeichnen wir ihre Substitutionen. Ist nun s^ eine beliebige 
Substitution von H, so gehören alle 

und nur sie in eine Zeile der Tabelle, und diese selbst nimmt also die 
Form an: 

I , ^2 ? ^37 ... tf^,y 

Si^ t-zS}^ 'j*2j • • • n'*2? 

^3? '2*37 '3*3? • • • *A'^35 



(T.) 



Es sei jetzt t?i eine Substitution von H, welche unter ihren Cyklen einen 
solchen &ter Ordnung, etwa 

(1.) cöi = (XiX2 •.. Xj,) 

enthält. Dann werden die von einander verschiedenen Substitutionen 

(2.) f?i, /2^H '3^17 • • • 'a'^'i 

sämmtlich denselben Cyklus (1.) umschliessen, und von allen Substitutionen 
der Gruppe H auch nur sie. Transformirt man nun tjj durch «« aus der 
«ten Zeile von (T.), so enthält diese Transformirte Va='S~^ViSa den Cyklus 

(V.) üJ, = (x^^Xa,...Xa^). 

Wir können alle Substitutionen von H, welche öJ« einschliessen, auf doppelte 
Art erlangen. Einmal transformiren wir alle Substitutionen von (2.) durch 
ein txs^; die Resultate sind von einander verschieden, sie enthalten (1".) und 
sind die einzigen dieser Art, da man]^von ihnen auf dem umgekehrten Wege 
zu (2.) zurückgelangen muss. — Zweitens kann man, wenn wir die Sub- 
stitutionen von H, welche a:^,, ... Xa^ nicht umsetzen, also diejenigen der 
Gruppe 

(«,0~'ff'('AO=C^ff'^a=^a mit 1, ti^\ li^\ ... t^^ 
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bezeichnen, durch rechtsseitige Multiplication mit r« die Zeile bilden 

(3.) r«, 4">r«, /J«>r,, . . . /if>r,, 

und diese enthält dann ebenfalls alle Substitutionen mit c9^. Daraus erkennt 
man, dass die Transformation von (2.) mit jedem tis^, (^=1? 2, ... K) 
auf (3.) fiihrt. Bewirkt man also die Transformation von (2.) durch alle 
Ä = AV Substitutionen von H, so erhält man doch nur fji Zeilen, nämlich: 

t?i, »2^1, h^l^ • • • 'ä'^1? 

t?2, H t?2, '3 ^2? ... th' ^2) 



(To.) 



derart, dass alle Substitutionen derselben Zeile den gleichen aus (1.) durch 
Transformation erhaltenen Cyklus besitzen. Es fragt sich hierbei nun, wie 
oft z. B. der Cyklus (1.) durch die Substitutionen von H in sich selbst 
transformirt wird. Ruft ein t^^Sß solche Transformation hervor, so darf Sß 
die Elemente a?i, 0:2, ... ^r* nur cyklisch verschieben; Sß muss somit eine 
Potenz von (1.) als Cyklus enthalten. Folglich rufen die Substitutionen 
«?!> ^u ^M • • • ^1"^ d^s Gewünschte hervor, und die Substitutionen 

sind die einzigen aus (T.), welche dies thun. Es werden also die aus der 
ersten Zeile durch Transformation mit 1, t?i, t?i, ... t?J~^ entstehenden k Zeilen 
von (To.) unter einander identisch sein, und ebenso je k Zeilen. Das ergiebt: 
I. Am jedem einzelnen in (2.), und sonach in Hüberhaupt vorkommenden 
Cyklus (xi X2... Xj!) können durch Transformation mit allen h Substitutionen 

eon H je -^ Cykel, ans allen h' vorhandenen also -^ — = -7- Cykel abgeleitet 

werden. Die Anzahl der in diese Cykel eingehenden Stellen ist folglich gleich 
A, d. h. gleich der Ordnung der Gruppe H. 

In den Substitutionen von (Tc) tritt jedes a>i auf, welches überhaupt 
in Ä vorkommt, und ebenso jedes ö)„, welches aus cöi durch Transformation 
mittels Substitutionen von H erlangt werden kann. Ist H mindestens Ä-fach 
transitiv, dann kommen in (To-) alle Cykel Äter Ordnung in angegebener 
Weise vor. Ist H weniger oft transitiv, dann giebt es andere ö)i, ... die 
nicht in (T^.) aufzutreten brauchen; diese geben dann Veranlassung zu gleichen 
Tabellenbildungen. 

Rechnen wir also zu der Klasse des Cykels a> alle diejenigen Cykel, 

41* 



324 Netto, zur Theorie der Substitutionen-Gruppen, 

welche aus a) durch Transformation mit den Substitutionen von H hei-vor- 
gehen, und bezeichnen mit mf^ die Anzahl der Klassen, in welche die Cykel 
Äter Ordnung aus H zerfallen, dann sind mj*^ Tabellen der Form (To.) noth- 
wendig und hinreichend, um alle Cykel aufzunehmen; bedeutet ferner Af^ 
die Anzahl derjenigen Substitutionen von H^ welche genau i Cykel Ater 
Ordnung einschliessen, so folgt: 

II. Das k' fache der Anzahl aller Cykel kter Ordnung^ die in einer be- 
liebigen Gruppe H vorkommen^ und also die Anzahl der Stellen^ welche diese Cykel 
in sich schhessen, ist ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe^ und zwar ist 

(4.) kJSXhf^ = m?U. 

Ist H mindestens k-fach transitie, dann ist m^i^ = 1. 

Diese letzte Bedingung ist hinreichend aber nicht nothwendig. Wird 
k = n genommen, dann ist G' = 1, A' = 1, jn = A, und so folgt der Satz: 

III. Enthält H eine cyklische Substitution der Ordnung n, so kann 
dieselbe durch die Substitutionen von H in genau h:n ton einander verschiedene 
Substitutionen transformirt werden. 

§ 2. 
Wir wollen die bisherigen Betrachtungen jetzt in der Weise verall- 
gemeinern, dass wir unter cöi eine beliebige Zusammenstellung einzelner 
aus a?i, rca, ... x^ gebildeten Cyklen, d.h. also eine aus den Elementen 
a?!, a?2? ••• ^n gebildete Substitution verstehen. aJ, möge seine k Elemente 
in a Cyklen von je o Elementen, ft Cyklen von je 6 Elementen u. s. f. 
enthalten, wobei a, 6, ... hier und im Folgenden von einander verschieden 

sein sollen, und 

aa-\-lib-\ — = k 

sein muss. Dann sind ganz ähnliche Schlussfolgeruugen wie oben möglich : 

Enthält die Substitution i?i aus H die Cykelzusaramenstellung aHi als Theil 

in sich, dann findet dasselbe bei jeder der Substitutionen von (2.) statt und 

nur bei ihnen. Ebenso kommt die Transformirte a>^ nur in (3.) vor. Von 

den // Zeilen von (T,,.) werden je so viele unter einander übereinstimmen, 

als in 1, «2? «3, ... «^ aus (T.) Substitutionen vorkommen, welche cDj in 

sich selbst transformiren. Auch die Bestimmung dieser Zahl entspricht den 

obigen Betrachtungen. Bezeichnet man mit h" die Ordnung deijenigen 

Untergruppe Ä" von H, welche a>i in sich selber transformirt, dann vertheilen 

sich die A"- Substitutionen von W in A^^ = A" : A' Zeilen von (T.), und es 
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werden hS^^ unter den Substitutionen 1, «2? • • • «^ das cöi in sich selbst trans- 
formiren; also stimmen je ä^"^ Zeilen von (To) niit einander überein. 

Demnach giebt es in H genau -^^r ~ fcöö Substitutionen, welche eine 
dem a>i ähnliche, und durch Transformation mit Substitutionen von H aus 
cöi ableitbare Cykelzusammenstellung cö« enthalten. 

Falls in «a+/?6+-- = Ä die Zahlen «, /3^ ... sämmtlich den Werth 1, 
und a, b; a, c; ... keinen gemeinsamen Theiler haben, ist A,) = a6...; denn 
nur diejenigen Substitutionen können ö), in sich transformiren, welche jeden 
einzelnen Cyklus in sich umwandeln. 

Definiren wir dann wie oben den Begriff der Klasse einer Cykel- 
zusammenstellung €öi und bezeichnen mit m\^^ die Zahl derselben für H, 
dann folgt: 

IV. Bedeutet u>i eine Substitution von k Elementen ^ welche je einen 

Cyklus ton a^ b, c, . . . Elementen besitzt^ wobei je zwei dieser Zahlen theiler- 

fremd sind, dann ist 

(5.) a.b.c...2:i..hV°^ = m[''\h. 

Hier bezeichnet hf^^ die Anzahl der Substitutionen von H, welche genau 
X Cykelzusammenstellungen der Form G> besitzen. 

Sind aber diese Bedingungen nicht erfüllt, dann kann man nur 
ein Vielfaches von A^"^ angeben. Verstehen wir nämlich unter ^ diejenige 
Gruppe des Grades k von a?i, a?2? • • • ^k^ welche alle Substitutionen um- 
fasst, die (Oi in sich selbst transformiren, dann ist deren Ordnung bekanntlich 

r = a!a^/?!6^y!c^..; 

ferner ist r.Ä' die Ordnung der aus ^ und H' zusammengesetzten Gruppe, 
und da H" in dieser enthalten ist, so wird ä" ein Theiler von xh', und 

h" 

h^'^^ = -n- ein Theiler von r werden. 

Für die einzelnen Tabellen der Form (Ty.) brauchen die zugehörigen 
Werthe von A^"^ nicht alle einander gleich zu sein. Gehen wir aber zu dem 
Multiplum r über, so ist dies fUr jede der Tabellen dasselbe. Dann ist die 
Anzahl der zu einer Tabelle (7^,.) gehörigen, durch Transformation aus ein- 
ander ableitbaren, und also eine Klasse constituirenden u)^ mit r multiplicirt 
nicht direct gleich A, sondern nur noch ein Vielfaches von A. Hieraus folgt 
die Erweiterung des Satzes IV. in der Form: 

IV"*. Bedeutet ö)(iri, x^^ ... a:*) eine Substitution der k Elemente Xi, 
0^2, . . . Xiy welche a Cykel von je a Elementen, ß Cykel von je b Ele- 
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menten u. s. f. besitzt, und bezeichnet man mit h[^^ die Anzahl derjenigen Sub- 
stitutionen von H, welche genau l Cyhelzusammenstellungen der Form a> be- 

sitzen, dann ist 

(5«.) a\a\ßW...2Xh^^^ 

ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H. 

Wird H die symmetrische Grappe, dann existirt flir cD nur eine ein- 
zige Klasse, also auch nur eine einzige Tabelle (T«.). Femer werden in 
diesem Falle H" und j$, H'\ mit einander identisch, und also A^"^ = r. Folg- 
lich erhält man: 

IV\ Ist H die symmetrische Gruppe, dann wird unter Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungen 

(5^) ala\ßlb'\..2:).hf^ = h. 

Hinsichtlich der Abzahlung der h^^^ mag noch ausdrücklich hervorgehoben 
werden, dass, wenn eine Substitution von H unter ihren Cyklen «i ^ a der 
Ordnung a, ferner ßi^ß der Ordnung b, u. s. w. enthält, dass sie dann 

betrachtet werden muss als eine solche, welche \J\J)"' ^^^ ^ ähn- 
liche Cykelzusammenstellungen enthält. Denn auf so viele verschiedene 
Arten lassen sich in ihr a Cykel der Ordnung a mit ß der Ordnung 6 u. s. f. 
zusammenfügen. Diese Substitution ist folglich demjenigen h[^^ beizuzählen, 

flir welches '^ = («)•(?)•' ^^*- 

Der folgende Satz ist also für a = /u, a= k; /? = 1, 6 = 1; ... unter 
IV". enthalten: 

IV^ Bezeichnet h^P die Anzahl derjenigen Substitutionen in H, welche 
genau l Cykel der Ordnung k enthalten, dann ist 

(5g &"^A(A-l)(i- 2)...(i-a+l).Af> 

ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H, 

Endlich erwähnen wir noch einen Specialfall von IV^ 

IV"^. Besitzt H genau Cf, cyklische Substitutionen kter Ordnung, dann ist 

k.(fi-ky.C, 

ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H. 

Man kommt hierzu, wenn man in IV". setzt 
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§.3. 

Der Satz IL erweist sich als eine Verallgemeinerung des von Herrn 
Frobenius in seiner angegebenen Arbeit § 4, II. S. 287 aufgestellten Theo- 
rems, so dass die dort gegebene Formel (2.) unserer Formel (4.) entspricht. 
Auch für die übrigen dort abgeleiteten Formeln ergeben sich hier Verall- 
gemeinerungen. So ist zunächst, wie man unmittelbar sieht: 

(6.) 2;h['^ == m,^P h (m,5*>=l). 

Femer liefert der Satz IV^ für /x = 1, 2, 3, . . . 

(4.) ft-S'AÄf^ = m['\h, 

(7.) &^-2'i(A-l).Ai*> = m^'\h, 

(8.) Ä':S'A(A-l)(A-2)Ai'^ = mi'\h, 



Hierbei bedeuten die Zahlen wP\ m^^^ mf \ . . . ganze Zahlen , die für den 
Fall, dass H die symmetrische Gruppe wird, sämmtlich den Werth 1 erhalten. 
Die Umkehrung der letzten Formeln liefert 

und an diese Ergebnisse lassen sich entsprechende Betrachtungen knüpfen, 
wie sie Herr Frobenim im sechsten Paragraphen seiner Arbeit angestellt 
hat. Wir nehmen auch hier, wie es dort geschehen ist, an, dass H die 
symmetrische Gruppe sei. Dann ist 

(10.) *<?' = «•'(!- m-+ 21V -3!F+-); 

das letzte Glied dieser Entwickelung hat den Nenner £(—)!& ^*. Nun 
sieht man leicht: einmal, dass dieser Nenner die Zahl k in derselben Potenz 
enthält wie n\, falls k eine Primzahl ist. Denn setzt man E\-t) = ^9 so wird 

1. 2. ..ft (H-l)(*+2)...(2fc) (2^+1).. -(3*) ((m—\) k+\).,.(mk) ^ (mk)] 
kll ' Ä!2 ' fc!3 '** k\m " (kiy\m\ 

eine ganze Zahl werden, die den Primfactor k nicht enthält, und folglich 
ist dasselbe mit n! :[&"'. tu!] der Fall. Andererseits sieht mau, dass, wenn 
k keine Primzahl und von 4 verschieden ist, (&— 1)! durch A, und also auch 
(fiiÄ)! : [Ä"*.fw!] durch k theilbar sein wird. Endlich erkennt man, dass für 
& = 4 und II >> o wiederum Theilbarkeit des betrachteten Quotienten durch 
& = 4 eintreten wird. Daraus folgt: 
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VI. Die Anzahl A^^^ aller Substitutionen aus n Elementen, welche 
keinen Cyklus von k Elementen besitzen , ist nicht durch k theHbar, falls k 
eine Primzahl ist; dagegen ist diese Anzahl durch k theUbar, wenn k keine 
Primzahl ist. Eine Ausnahme bildet nur Ar = 4; » = 4; ö. 

Aehnliche Sätze gelten flir Af^ ä|*\ .... 

Vergleicht man die Formel (10.) mit der Entwickelung 



1 "'\^ 1!Ä^2!Ä- 3!Ä'^ /' 



c* 



so erkennt man, dass kein Analogon zu dem Satze des Herrn Frobenius 
§ 6,1 I. besteht, weil die Differenz der rechten Seiten der beiden Gleichungen 
grösser als die Einheit werden kann. 

Nimmt man dagegen den Quotienten aus (10.) und der Entwickelung 

von e *^ so folgt, dass dieser sich mit wachsendem n bei constantem k dem 
Werthe «! nähert. Also ergiebt sich zum Satze IL des Herrn Frobenius 
der entsprechende Satz in der folgenden Form: 

VII. Das Verhältniss zwischen der Anzahl nl aller Substitutionen von 

n Elementen, und der Anzahl derjenigen unter ihnen, welche keinen Cyklus 

1 

kter Ordnung besitzen, nähert sich mit wachsendem n der Grösse e*. 

Aus der Formel (9.) ergiebt sich auch noch allgemeiner die Be- 
stimmung derjenigen Substitutionen der symmetrischen Gruppe, welche genau 
l Cykel der Ordnung k enthalten: 

Die Anzahl der Summanden innerhalb der Klammer auf der rechten Seite 
der Formel ist e(-^)--A+1. Falls diese Zahl nun mit n gleichzeitig ins 

Unendliche wächst, nähert der Werth der Klammer sich der Grösse e *; 
dies geschieht also, sobald -r — A mit n gleichzeitig über alle Grenzen 

wächst. Daraus folgt dann, wie soeben: 

VIII. Das Verhältniss zwischen der Anzahl aller Substitutionen von 

n Elementen und der Anzahl derjenigen unter ihnen, welche genau l Cykel 

n 
der Ordnung k enthalten, nähert sich bei wachsendem n, falls -r — i- mit n 

gleichzeitig ins Unendliche geht, der Grösse V.k^e^. 
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Das Verhällniss der Anzahl derjenigen Substitutionen von n Elementen, 
welche genau l Cykel der Ordnung k enthalten, und derjenigen, welche deren 
fi(<Z i-) umschliessen, nähert sich unter derselben Voraussetzung der Grösse 

§ 4. 

Weitere Resultate folgen durch die Betrachtung anderer, zu H iso- 
morpher Gruppen. Wir verstehen unter k jetzt eine Primzahl und setzen 

in welcher Function die i/« unbestimmte Constanten bedeuten sollen. Es 
seien ferner 9)1, 9)2? 93? ••• die Werthe von cpi^ welche aus einem unter 
ihnen durch die Anwendung aller Substitutionen der symmetrischen Gruppe 
S hervorgehen. Wenn wir auf die Reihe 9)1, 9)27 93? ... eine Substitution 
Si von H anwenden, so entsteht eine neue Reihe 9?.^, 9),., 9),^, ..., und der 
Uebergang von der ersten zur zweiten kann als eine Substitution a, unter 
den Elementen cp aufgefasst werden. Die A so entstehenden Substitutionen 
Oi sind für 11 > 4 von einander verschieden ; sie bilden eine zu H einstufig 
isomorphe Gruppe ^. Wir wollen nun abzählen, wie viel Cykel erster 
Ordnung in ^ vorkommen. Nach dem Satze II. erhalten wir fllr diese 
Anzahl A.iWi, wobei iWi die Anzahl der Klassen von 9?i innerhalb ^ angiebt 
und also anzeigt, in wieviele transitive Gruppen i* zerfällt. Andererseits 
bleibt ein (pa = 'Ui^a,+^^a,-\ hWit^a^^ ^^^ ^^"^ ungeändert bei der Substi- 
tution CT,, welcher «, aus H entspricht, wenn dieses letztere die Elemente 
^a,7 ^a,? ••. ^a^ ulcht cuthält. Gchcn aber in ein «, aus H genau A > /r 
Elemente x nicht ein, dann bleiben, wie sofort ersichtlich ist, von den 

Werthen (p gerade i(i— 1)...(A— Ä-hl) = /r!( , ) ungeändert. Ist also h^ 

die Anzahl der Substitutionen von H, welche genau l Elemente x nicht 
ändern, dann wird 

(12.) k\^(l)hx = m,h. 

Zweitens betrachten wir die Function 

t//j = x^x\^-X2x\-\ VXkX\\ 

femer die Werthe v^i, v^2 7 .•• derselben, welche durch die symmetrische 
Gruppe hervorgerufen werden; endlich die zu H einstufig isomorphe Gruppe V 
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der Elemente ip. Wir wollen auch hier untersuchen, wie oft in V^ ein 
Element ungeändert bleibt. Zuerst liefert wieder der Satz II. die Zahl 
A.«i, wobei «i angiebt, in wie viele transitive Gruppen ^ zerfilllt. Andrer- 
seits bleibt, da k eine Primzahl ist, ein xp nur bei zwei Arten von Substi- 
tutionen aus H ungeändert; einmal bei solchen, die rci, a?2, ... a?* überhaupt 
nicht enthalten , "zweitens bei solchen, die den Cyklus löx = (xiX2. -.Xi,y ent- 
halten. Besitzt ein *< aus H genau ^ ^ & Elemente nicht, so findet man 
wie oben, dass die ihm entsprechende Substitution a der isomorphen Gruppe 

gerade (A— !)!(.) Werthe von ip ungeändert lässt. Femer wird ein 
ausser ipi noch 

XiX^-\- X-iX^-}-'"^ XiX^-\-X2X^-\'-"^ • • »l XiX^'\-X2Xi'\-"^ 

nicht ändern, also im Ganzen (/r—1) Elemente ip an ihrer Stelle lassen. 
Das ergiebt 

(13.) (Ä-l)!i(J)Ä,-}-(&-l)C„ = «,A, 

wobei Cc die Anzahl der in H vorkommenden Cykel Äter Ordnung angiebt. 
Combinirt man jetzt (12.) mit (13.), so folgt 

(14.) kC^ = («^_.A.3^)ä. 

Nach dem Satze IL, Formel (4.) ist die linke Seite von (14.) ein ganzes 
Vielfaches von A; folglich ist («i—mi) durch (*— 1) theilbar. Rechnet 
man nun alle diejenigen Werthe einer Function zu einer Klasse modulo H^ 
welche durch Substitutionen von H in einander transformirt werden können, 
dann geben n^ und m^ die Anzahlen der Klassen von \p resp. von (p modulo 
H an. Da die Differenz (»i— iwi), unabhängig von der zu Grunde gelegten 
Gruppe H, durch (&— 1) theilbar ist, so ergiebt sich: 

IX. Bedeutet k eine Primzahl^ dann ist die Anzahl der Klassen von 

(p = UiX^+ihx-z-l [-tik^k 

derjenigen von 

xp = XxX2-\r X2Xt-\ V^k^x 

in Beziehung auf jede beliebige Gruppe congruent mod. (Ä— 1). 

So ist beispielsweise fViv H= \(xiX2)^ Q^i^^^b)] nnd /r = 3 die Anzahl 
der Klassen Wj = 11; »i = 5. 
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Die Erweiterungen dieses Satzes erweisen sich als ziemlich com- 
plicirt *). 

§ 5. 
Von jetzt ab wollen wir unter p"" stets die höchste Potenz der Prim- 
zahl p verstehen, welche in «! aufgeht. Dann giebt es, wie Cauchy ge- 
zeigt hat, eine Gruppe G„ vom Grade «,, = p£(— ) ^ n und von der Ordnung p"". 

Aus der Construction derselben, wie sie beispielsweise in meiner Substi- 
tutionentheorie § 39 angegeben ist, ersieht man, dass die fio Elemente sich zu 
je p und p anordnen 



•*'! 7 •*'2 7 • • • ••'»7 •*'l7 •*'2 5 • • • •*'p7 • • »7 •*'! 7 •*'2 7 • • • •*'» « 
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derart, dass jede Substitution von G, welche die Folge x^xf enthält, auch 
xt^i in a-f+i ilberfilhrt. Daraus erhellt: 

X. G,„ die Gruppe der Ordnung p*' von n^ Elementen, zerfällt in eine 
Reihe transitiver, nicht-primitiver Gruppen, deren Grade einzeln Potenzen von 
p sind; nur wenn bei einem transitiven Theile die Grad- und die Ordnungs- 
zahl gleich p^ ist, wird derselbe primitiv. 

Da jede Gruppe, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p und 
deren Grad nicht grösser als n ist, einer Untergruppe von G,, ähnlich wird, 
und da X. auch von jeder Untergruppe von G(, gelten muss, so er- 
Icennt man: 

X", Jede Gruppe G, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist, 
zerfällt in eine Reihe transitiver, nicht-primitiver Gruppen, deren Grade einzeln 
Potenzen von p »ind: nur wenn bei einem transitiven Theile die Grad- und 
die Ordnungszahl gleich p^ ist, wird derselbe primitiv, 

Ist insbesondere die Gruppe H der Ordnung p" transitiv, also der 
Grad derselben gleich einer Potenz p'^, dann werden die einzelnen Systeme 



*) Am Schhisse dieses Abschnittes mögen noch folgende Sätze Platz finden: l^edeutet 
Ct: die Anzahl aller in H überhaupt vorkommenden (\vkel Ater Ordnung, so ist 

Dies ergiebt sich, wenn man in jede der li Substitutionen von U jedes der u Elemente 
ar, , aTj, ... x„, nöthigenfalls in einem Cyklus erster Ordnung eingehen lässt und die An- 
zahl der aufgeschriebenen Symbole zweifach zählt. — Hiai-aus lindet man nach der Methode 
von § 4 z. B. Folgendes: 

wo Ck,i angiebt, wie oft in H eine Substitution einen ( yklus /rter und einen solchen 
Äter Ordnung enthält. 

42* 
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der Nicht-Primitivität durch die Substitutionen der Gruppe unter einander 
vertauscht werden. Diese Vertauschungen kann man wieder als Substi- 
tutionen auffassen und gelangt dadurch zu einer Gruppe von p""^ Elementen, 
deren Ordnung /?""•"' werden mag. Diese Gruppe ist wiederum transitiv 
und nicht-primitiv, und da in ihr wiederum je p Elemente ein System der 
Nicht-Primitivität bilden, so besitzt // auch umfassendere Systeme der Nicht- 
Primitivität von je p" Elementen. In derselben Weise kann man fortgehen, 
so dass hieraus die Richtigkeit des folgenden Satzes erhellt: 

XI. Jede iransifhe Gruppe U der Ordnung p" und des Grades p" be- 
sitzt engere und umfassendere Systeme der Nicht-Primitimtät und zwar solche 
ton p, p\ ... p''"^ Elementen. Daher entspricht dem U eine Reihe tränst- 
ticer, isomorpher Gruppen 

"M "i'i "37 • • • "a-\ 



der Grade 



P , p , p , . . . p 



und der Ordnungen 



p"-^', p^-^, p"-% ... p^""«-^ = p^ 



• 



Dass p^~^""* den Werth p^ besitzt, folgt daraus, dass es nur einen einzigen 
Typus transitiver Gruppen vom Grade p^ giebt, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist. Die isomorphen Gruppen H^^ Z/^, ... entstehen, wie schon an- 
gedeutet wurde, durch die Versetzungen, welche H in den einzelnen Systemen 
der Nicht-Primitivität hervorruft. 



§ 6. 

Wir wollen fllr die Nicht- Primitivität transitiver Gruppen der be- 
trachteten Art einen Beweis geben, der sich von der Constitution derselben 
loslöst und an zwei Hülfssätze anknüpft, die für die Theorie der nicht- 
primitiven Gruppen auch ausserhalb der vorliegenden Untersuchungen von 
Wichtigkeit sind. 

XII. Enthält eine ppimitive Gruppe K des Grades n Substitutionen 
ton weniger als n Elementen, dann besitzt K eine Untergruppe genau vom 
Grade (»—1); oder in anderer Form: Eine transitive Gruppe K von n Ele- 
menten, welche keine transitive oder intransitive Untergruppe von genau («~1) 



Netto, zur Theorie der Substitutionen^Gruppen. 333 

Elementen^ wohl aber eine solche von geringerem Grade enthält^ ist nicht- 
primitiv *). 

Es sei L eine, der Voraussetzung nach vorhandene Untergruppe von 
K mit A <c w Elementen, welche wir durch a?!, a?2, ... x^ bezeichnen wollen. 

Ist ^<~o > dann giebt es zufolge der Primitivität von K in dieser Gruppe 

eine Substitution «i, welche auf eins der Elemente von L ehi anderes der- 
selben, auf ein zweites von ihnen dagegen ein neues, nicht in L vorkommendes 
Element folgen lässt. Dann enthält L\=^sT^Ls^ neben alten Elementen von 
L zugleich neue, so dass Li = \l^iK\ mehr als A Elemente aufweist. Ist 

die Zahl A, derselben noch kleiner als -^- , dann kann man mit Hülfe einer 

zweiten Substitution s^ zu hi=^\L^^s:^^L^s.j\ mit einer noch grösseren Zahl 
^2 von Elementen gelangen, u. s. f. Es sei nun diese Zahl hi schon gleich 

oder grösser als -^ \ die Elemente, welche in Li transitiv mit einander 

verbunden sind, oder auch in einzelne transitive Systeme zerfallen, mögen 
iCi, ar^, ... Xx, heissen; dann giebt es, wiederum wegen der Primitivität von 
K^ ein «3, welches auf eins der nicht in Li vorhandenen Elemente ein anderes 
solches, dagegen auf ein zweites nicht in L, vorhandenes Element eins aus 
der Reihe a^i, a?2, ... Xi,, folgen lässt. Dann wird V^=^s^LiS^^ mit rci, 
a?2, ... Xx^ neue Elemente verbinden; aber ein neues bleibt wegen der Wahl 

von «3 ausserhalb der Gruppe LJ, und endlich enthält L3, da A2r^-.>- ist, 

auch noch alte Elemente; folglich besitzt L3 = \Li^l^^ wiederum mehr Ele- 
mente als //>, aber weniger als Ä' selbst. Fährt man so fort, dann gelangt 
man zu einer Gruppe Ly von genau (w— 1) Elementen, wie behauptet war. 
Diese Gruppe L^ kann transitiv oder intransitiv sein, und im letzten Falle 
ist es auch möglich, dass sie keine Substitutionen enthält, welche genau 
alle (w— 1) Elemente umsetzen. 

Zusatz. Enthält eine primitive Gruppe K des Grades n eine transitive 
Untergruppe L von weniger als n Elementen^ dann werden auch Zj, L>, . . . Ly 
transitiv^ und K ist mindestens zweifach transitiv. 



*) Es ist dieser Satz ein Analogon für das von Herrn Frobenius gefundene, von 
Herrn Rudio (dieses Journal Bd. 102, 8. i\) verötfentliclite Theorem. Erwähnt sei, dass 
in dasselbe eine, unserer letzten Voraussetzung entsprecliende Einschränkung aufzunehmen 
sein wird, was iihrigens sofort ersichtlich ist. 
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Der zweite zu benutzende HUlfssatz ist der folgende: 

Xlll. Jede transitive Gruppe, deren Ordnungszahl ihrer Gradzahl gleich 
ist, die also ausser der Einheit nur Substitutionen enthält, welche alle Elemente 
umsetzen, ist nicht-primitiv. Jede ihrer Substitutionen giebt Veranlassung zur 
Bildung eines Systems der Nichte-Primitivität, indem man alle Elemente eines 
beliebigen Cyklus einem Systeme ssuertheilt. 

Machen wir nämlich alle Elemente Xj, a?2, ... a?« eines Cyklus der 
Substitution s zu einem Systeme, so reicht es aus, zu beweisen, dass jede 
Substitution, die eins dieser Elemente in sich selbst oder in ein anderes 
unter ihnen verwandelt, alle unter einander vertauscht. Es möge x^ eins 
dieser Elemente sein, und die Substitution t die Folge haben x^xx, dann 
wird eine Potenz s"^ dieselbe Folge besitzen; t.s"*^ ist daher die Einheit, 
also t = s'. Hiermit ist die Behauptung erwiesen. (Vgl. Rudio; dieses 
Journal Bd. 102, S. 2). — 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun leicht die Nicht- 
Primitivität der transitiven Gruppe H des Grades p^ und der Ordnung p^ 
beweisen. 

Ist it = /M, dann folgt dieselbe aus dem Satze XIII. 

Ist A<C/^, dann hat H nach einem bekannten Theoreme Substi- 
tutionen von weniger als (p^— 1) Elementen, und folglich auch eine Unter- 
gruppe von geringerem als dem (p^— l)ten Grade. Wäre nun die Gruppe 
H primitiv, dann hätte sie nach dem Satze XII. auch eine Untergruppe, 
welche genau p'— 1 Elemente umsetzt. Danach dürfte die Anzahl der Ele- 
mente eines ihrer transitiven Theile nicht durch p theilbar sein, und also 
könnte ebensowenig die Ordnung von H eine Potenz der Primzahl p werden. 



§ 7. 
Hieraus, d. h. aus dem Theorem XL, folgt sofort der von Herrn 
Frobenius auf andere Art bewiesene Satz, dass jede Gruppe H der Ord- 
nung p^ und des Grades p** eine Untergruppe der Ordnung p"~^ besitze, 
wenigstens für transitive H. Denn die Gruppe Ä^_i der Ordnung p^ hat 
die Einheit als ausgezeichnete Untergruppe, und da (vgl. meine Substi- 
tutionentheorie § 88) jeder ausgezeichneten Untergruppe einer Gruppe H^^i 
auch eine ausgezeichnete Untergruppe der isomorphen Gruppe H entspricht, 
und die Quotienten aus den Ordnungen hier wie dort dieselben sind, so 
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ißt damit gezeigt, dass 7/ eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 
p^'^ besitze. 

In gleicher Weise können wir diesen Satz für intransitive Gruppen 
J beweisen, deren Ordnung eine Potenz von p ist Denn wenn wir alle 
in ihr vorkommenden Vertauschungen einer Reihe transitiv verbundener 
Elemente als eine Gruppe H auffassen, dann ist H isomorph zu J, und 
zwar entspricht der Einheit in H der Complex derjenigen Substitutionen in 
J^ welche jene transitiv verbundenen Elemente nicht umsetzen. Man 
kann also auch hier den oben benutzten Satz über das Entsprechen 
ausgezeichneter Untergruppen bei isomorphen Gruppen zur Anwendung 
bringen *). — 

Aus dem Isomorphismus der transitiven Gruppe H mit fl«_i kann 
noch folgender Schluss gezogen werden: H^_i setzt in allen Substitutionen 
ausser der Einheit alle p Systeme der Nicht-PrimitivitÄt von j»"*""^ Elementen 
um. Jede der entsprechenden Substitutionen aus H setzt folglich alle p"" 
Elemente um; es können also nur solche Substitutionen von H Elemente 
ungeändert lassen, welche der Substitution 1 von H^^^ entsprechen; dies 
ist aber nur der j»te Theil aller vorhandenen. Es folgt somit, dass in H 
mindestens p^~^(p— 1) Substitutionen vorkommen, durch welche alle p"" Ele- 
mente umgesetzt werden. Die Grenze für die Anzahl dieser Substitutionen 
kann noch erhöht werden. Ist r,, die Anzahl der wirklich vorhandenen, so 
lassen von den übrigen p^— r,j alle mindestens p Elemente ungeändert, die 
Einheit sogar p*^. Nach dem Satze des Herrn Frobenius a. a. 0. S. 287 
ist also: 



*) ich möchte hier erwähnen, dass der Existenzbeweis für Untergruppen der Ord- 
mxuii p"~^ sich mit dem Beweise dafür verschmelzen h'isst, dass alle möglichen vor- 
handenen Untergruppen der Ordnung p""* auch ausgezeichnete Untergruppen von Äsind; 
es werden dadurch die beiden von Herrn Frobenius auf S. 283 und 8. 285 gegebenen 
'i>i\\zQ^ vereinigt. Es kann dies so geschehen, dass man von einer beliebigen Untergruppe 
h von H ausgeht, und dann nach den Prinzipien und genau in der Art des Herrn Fro- 
benins zeigt, dass K nothwendig mit einer umfassenderen Untergruppe L von H ver- 
tauschbar sei. Fällt L nicht mit H zusammen, so bildet es schon eine zwischen H und 
K stehende Untergruppe, mit welcher man in gleicher Weise weiter schliessen kann. 
Fällt dagegen L mit H zusammen, dann ist K ausgezeichnete Untei'gruppe von H. Falls 
der Quotient ihrer Ordnungen grösser als p ist, giebt es in H eine Substitution, von 
welcher erst die pte Potenz zu !( gehört; vereinigt mau diese Substitution mit f(, dann 
kommt man aufs Neue zu einer Gruppe, die zwischen H und K steht. Dieser Process 
kann also nur enden, wenn man auf Untergruppen von H der Ordnung p"~* kommt; 



und (liest; müssen dann ausgezeichnet sein. 
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XIV. Jede transUitie Gruppe H der Ordnung p" und des Grades p" 
enthält mindestens //"— /i"""*+/?''~*--l Substitutionen, welche sämmtliche p'^ Ele- 
mente umsetzen. 

Bei intransitiveu Gruppeu brauchen derartige Substitutionen nicht 
aufzutreten, wie das einfache Beispiel fllr J zeigt: 

J = |1, (XiX2)(XiX^)^ (XxX-^(Xf,X^^ (XiX^(XiX^\ . 

. Berlin, November 1887. 
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lieber die Discriminante der im Endlichen 
abbrechenden hypergeometrischen Reihe. 

(Von Herrn David Hilbert in Königsberg i. Pr.) 



Die hypergeometrische Reihe: 

wird offenbar dann und nur dann eine ganze Function der Variablen x, 
wenn wir einen der beiden im Zähler jedes Gliedes auftretenden Parameter 
gleich einer negativen ganzen Zahl, etwa a = — » ansetzen. Da bei dieser 
Annahme die obige Reihe mit der «ten Potenz der Variablen x abbricht, 

so führt die Substitution a? = *- und die darauf folgende Multiplication 

mit x1 zu der binären Form: 

Legen wir die allgemeine binäre Form «ter Ordnung in der gebräuchlichen 
Gestalt: 

zu Grunde, so charakterisirt sich die specielle Natur unserer Form f durch 
die einfache Formel: 

Im Folgenden wird zunächst gezeigt, wie sich die Discriminante der 
binären Form f genau und allgemein in ihrer Abhängigkeit f>on den Parametern 
ß und y bestimmen lässt. 

Journal für Mathematik Bd. CHI. Heft 4. 43 
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Wir ertheilen der Form f durch Multiplication mit der Constanten: 

(1.) C = y(y+iy..(y+n^i) 

die von den Nennern befreite Gestalt: 

«» = /:?(/3+i)...(/H«-i)O+0O+«+i)-(y+W"-i) c.=o, 1. ... n), 

und bemerken dementsprechend, dass sich die Discriminante der letzteren Form 
als eine ganze rationale Function der Parameter ß und y darstellen muss. 
Um nun diejenigen Linearfactoren zu ermitteln, welche überhaupt 
bei specieller Wahl der Parameter in der hypergeometrischen Reihe F mehr- 
fach auftreten dürfen, setzen wir letztere mit der pten Potenz eines Liuear- 
factors / proportional und leiten aus der Differentialgleichung der liyper- 
geometrischen Reihe: 

durch (p— 2) -fache Differentiation die weitere Differentialrelation ab: 

dxP-' 

und . „ . den Linearfactor / noch enthalten, während derselbe in -7 — 
dxP-^ ' dxP 

nicht mehr aufgeht, so lässt die zuletzt hergestellte Identität für den Linear- 
factor / nur die Wahl frei zwischen den drei Ansätzen: 

oder, wenn wir in der oben beschriebenen Weise von der hypergeometrischen 
Reihe F zu der homogenen Form f oder cp übergehen: 

Was die erste Annahme betrifft, so kann offenbar die Form ip nur 
dann den Factor x^ mehrfach enthalten, sobald gleichzeitig a,_i und a^ 
verschwinden, d. h. sobald eine der Relationen: 

/? = 0, /?+l=0, ... ß+n-2^0 



Da andererseits unserer Annahme zufolge die Differentialquotienten 
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besteht, und die Betrachtung der vorangehenden Coefficienten «^_^, cf„_3, . . . 
lehrt, dass x^ als zwei-, drei-, . . . oder w-facher Factor in unserer Form (p 
auftritt, je nachdem bezüglich einer der Ausdrücke:] 

(3.) /?+«-2, /?4-«~3, . . . oder ß 
verschwindet. 

Um das letzthin gewonnene P]rgebnis8 zur Auswerthung der Discri- 
minante der vorgelegten Form y zu verwenden, bedienen wir uns der be- 
kannten allgemeinen Eigenschaft der Discriminante, vermöge welcher die- 
selbe nebst ihren ersten, zweiten, . . . und Äten Differentialquotienten nach 
den Coefficienten der Grundform verschwindet, sobald die letztere einen 
(Ä+2)-fachen Linearfactor enthält. Denkt man sich nun die Discriminante 
^ der Form tp als ganze rationale Function G der Parameter ß und y aus- 
gedrückt, so ergiebt sich des weiteren durch wiederholte Differentiation nach ß\ 

dG _ ÖJ da^ aJ 0«, 

Sß "" ~da~'dß"^ da^'d'ß"^'" 

dß'' " dal^'dß )'^^ da^da, ~dß ' dß"^ ^ da^ Oß''^' da' dß'"^'" 

woraus wir den Schluss ziehen, dass die ganze Function G bezüglich der 
Reihe nach die Ausdrücke (3.) je einfach, zweifach, ... («— l)-fach als 
Factoren enthalten muss. Es erscheint dementsprechend der Ansatz berechtigt: 

(4.) G(ß, r) = (/?+«-2)(/?+«-3y...^-V(/?, y), 

worin g wiederum eine ganze rationale Function der Parameter ß und y 
bedeutet. 

Wir unterwerfen jetzt die Grundform (f nach einander zwei speciellen 
Ihiearen Transformationen, deren Ausführbarkeit auf den beiden folgenden 
Transformationsformeln der hypergeometrischen Reihe beruht: 

n«, ih r, ^) = (l-a-)-"F(«, Y~ß, Y, ~~^' 

Wir erhalten nämlich hieraus durch üebergang zu der homogenen und 
nennerfreien Form y: 
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(5.) 
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Da nun die Discriminante einer binären Form eine Invariante von geradem 
Gewichte ist und die Substitutionsdeterminante jener beiden linearen Trans- 
formationen gleich der negativen Einheit ausfällt, so folgt, dass die in Frage 
kommende Darstellung der Discriminante als ganze rationale Function der 
beiden Parameter ß und y ungeändert bleibt, wenn wir mit diesen Para- 
metern eine jenen linearen Transformationen entsprechende Aenderung vor- 
nehmen, d. h.: 

Hieraus ergeben sich auf Grund der Beziehung (4.) die Gleichungen: 

G(ß,r) = (ß+n-2Xß+n-^Sy...ß^-^gQS,r) 

folglich: 

{G{ß,Y) = iV(/9+ll~2)(/?+»-3)^../9'-^(y+l)(y+2)^.. 

Bei den benutzten linearen Transformationen nimmt der obige Linear- 
factor / = Xi nach einander die weiteren Gestalten (2.) an, so dass sich gleich- 
zeitig durch das eingeschlagene Verfahren die einseitige Bevorzugung des 
erstgewählten Linearfactors ausgleicht. 

Da ferner einer einfachen Ueberlegung zufolge der Grad der Discri- 
minante in Bezug auf jeden der beiden Parameter ß und y dem Gewichte 
derselben, also der Zahl n(n—Y) gleichkommen muss, so zeigt die Ver- 
gleichung mit den Gradzahlen in der letzthin gefundenen Gleichung (5.), 
dass JV darin nothwendig eine nur noch von der Ordnung n abhängige Con- 
stante bedeutet. 

Zur Bestimmung dieser Zahl iV legen wir die Discriminante der all- 
gemeinen binären Form «ter Ordnung in Gestalt der Caj^/ej^schen Deter- 
minante zu Grunde: 

(6.) D = -5'+rfiirf2,2...rf«-i,n-l7 

worin die Elemente die folgende Bedeutung besitzen: 



Hilberly Ducriminante der endlichen hypergeomelrischen Reihe, 341 

Denken wir uns hierin fUr die Coefficienten a.), ^i, ... a^ die entsprechenden 
Coefficienten «o? «i? ••• ^« unserer speciellen Form ip eingesetzt, so gilt 
die Identität 

D = GQS, y). 

Da alle Coefficienten der Form <p mit alleiniger Ausnahme von a„ den 
Parameter (S als Factor enthalten, so ist die Division eines jeden Elementes 
der Determinante linker Hand durch (i möglich, nnd die darauf folgende 
Nullsetzung dieses Parameters (S fuhrt zu der weiteren Gleichung: 

-2-±<y,,t<^«...<y,-M-. = iV(«-2)(«-3)\..l--Myö'+l)...ö'+«-l)|"-\ 
wo nun die Determinante linker Hand in Folge der Elementwerthe: 

J,,^, = l.2...(ti-iy/(y+l)...(y+tt-l) 
J,, = 
den Werth: 

annimmt. Die Vergleichung der beiden letzten Relationen liefert für die 
Constante N den gesuchten Werth: 

iV = (-!)■ •' l.2\..(n-iy-\ 

Um schliesslich von der gegenwärtig behandelten Form ip zu der 
ursprünglich vorgelegten Form f zurückzukehren, bedarf es nur noch einer 
Division der gefundenen Discriminante G durch die 2(«— l)te Potenz der 
Constanten C in (1.), und man erhält auf diese Weise für die Discriminante 
der im Endlichen abbrechendeti, homogen geschriebenen hypergeometrischen 
Reihe f den Ausdruck *): 

^ _ \.i^^i^n^-}y^^{ß^n^iXßj^ 

Durch Einführung des speciellen Werthes: 

li = —y—n+l 
ergiebt sich die Discriminante der allgemeinen Kugel function : 



*) Wie icli inzwischen bemerke, ist dieses Resultat bereits von Sfieltjes auf anderem 
Wege, nämlich durch successive 1 Berechnung der Sturnmchen Functionen gefunden worden; 
vergl. Comptes reudus t. 100 pag. H20. 
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1.2 ^..(»i— l)'-'(2y+2H- 3) (2y+2»-4y...C2y+H-l)»-' 

Cy+n-2)Xy+n-3)*...y''-^ ' 

und setzen wir überdies noch den Parameter y der Einheit gleich, so er- 
halten wir die gewöhnliche Kngelfunction X„ in der bekannten Gestalt*): 

(7.) xi+{"J xr'T.,+{"J xr'^i+-+^'.^ 

während nunmehr die Discrtminante dieser speciellen Kugelfunction den Werth: 

(n 4- 1)—' C« + 2)»-=' . . . (2n - 1) 



\—n 



r«-3 2'^«-^..(ii-i)' 

besitzt. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Beziehung zwischen der 
Cay/eyschen Determinante (6.) und dem Differenzenproduct für die Wurzeln 
der betreffenden allgemeinen Gleichung wten Grades durch die Formel: 

vermittelt wird. Wir erhalten hiernach beispielsweise für das Product der 
Wurzeldifferenzen der gewöhnlichen Kugelfunction (7.) den Werth: 






Der gefundene Ausdruck für die Discriminante D gestattet eine ein- 
fache Anwendung, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, icie viele 
reelle Wurzeln die Gleichung nten Grades: 

(8.) (p(ß, r; a^, 1) = 

für beliebig gegebene reelle Werthe der Parameter ß und y besitzt. Wir 
deuten ß und y als rechtwinklige Coordinaten der reellen Punkte einer 
Ebene, so dass auf diese Weise jedem Punkte der Ebene eine Gleichung 
der obigen Art zugeordnet erscheint. Lassen wir den Punkt ß^ y in der 
Ebene wandern, so kann die Anzahl der imaginären Wurzelpaare der ent- 
sprechenden Gleichung offenbar nur dann eine Aenderung erfahren, sobald 
jener Punkt die Discriminantencurve ö(/?^y) = 0, d.h. eine der geraden 



*) Die in Rede stehende Umformung der Kugelfunction entspricht der linearen 

AT -4~ir 

Transformation des Argumentes x = —^ *-; vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 

x, x^ 

Band I, § 5. 
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Linien: 



(9.) 



y+t-1 = 0, ! (f = 2, 3, ... n) 



überschreitet. Der Orientirung halber möge allgemein diejenige Seite dieser 
geraden Linien die positive heissen, fiir welche die linken Seiten ihrer be- 
züglichen Gleichungen (9.) positiv ausfallen, während die gegenüberliegende 
Seite als die negative zu bezeichnen ist. Durch Berechnung der in Betracht 
kommenden Wurzeln der Gleichung (8.) in der Nähe einer Ueberschreitungs- 
stelle erhält man betreffs der Aenderung jener Anzahl die erwünschte Aus- 
kunft. Ueberschreitet nämlich der Punkt (i, y in der Richtung von der 
positiven nach der negativen Seite hin eine der geraden Linien (9.), so 




= {? 



^O 



ändert sich die Zahl der imaginären Wurzelpaare der entsprechenden 
Gleichung (8.) flir ein ungerades t garnicht; flir ein gerades i dagegen er- 
fährt diese Zahl einen Zuwachs öder eine Abnahme um eine Einheit, je 
nachdem an der Ueberschreitungsstelle bezüglich die Ausdrücke: 
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(y+«-l)(y+n-2)...(j'+«-i), 1 
(10.) _/?(/:f+i)...(/?+i_i), 

negativ oder positiv ausfallen. Man constrnire daher in der /?^- Ebene die 
geraden Linien: 

ß+n- i = 0, 



y+i-1 = 0, 

y-ß+n-i = 0, 



t = 2, 4, 6, . . . n (n gerade) 
f = 2, 4, 6, . . . «—1 (« ungerade) 



welche die p'-Axe beziehungsweise unter den Winkeln 0, 



2 



und 



rr 




/+3=^^ 



/^^^^ 



schneiden. Diese geraden Linien mögen nun streckenweise pnnktirt oder 
ausgezogen werden, je nachdem für die betreffende Stelle derselben die 
Ausdrucke (10.) negativ oder positiv ausfallen. Wie man leicht erkennt, 
ist dem nach der positiven Richtung der ^^-Axe hin sich erstreckenden 
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Fache des positiven Quadranten die Zahl -^- bei geradem Grade n, da- 
gegen die Zahl ^ bei ungeradem Grade n zuzuweisen. Von der be- 
kannten Zahl dieses Faches ausgehend hat man zur Bestimmung der den 
übrigen Fächern zugehörigen Zahlen die folgende Vorschrift zu beachten. 
Fuhrt der Weg über eine punktirte Grenzlinie in der Richtung von ihrer 
positiven zu ihrer negativen Seite, so ist dem betretenen Nachbarfache eine 
um die Einheit grössere Zahl zuzuschreiben; führt dagegen der Weg über 
eine ausgezogene Grenzlinie in der Richtung von ihrer positiven zur nega- 
tiven Seite, so ist dem betretenen Nachbarfache eine um die Einheit kleinere 
Zahl zuzuschreiben. Zur Veranschaulichung mögen die beiden Beispiele 
n = 6 (vergl. Figur I) und w = 7 (vergl. Figur II) dienen. 

Der Punkt /? = — n^ y = 1 liegt, wie man leicht einsieht, stets in deni 
durch die Zahl ausgezeichneten Fache, wodurch dar bekannte Satz von 
der Realität sämmtlicher Wurzeln der Gleichung -ST« = Bestätigung erhält. 

Königsberg i. Pr., den 10. Juni 1887. 
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